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Resumen

El objetivo de este proyecto es investigar los Modelos de Credibilidad y apli-
carlos a las tarifas de riesgo de una muestra de Riesgos del Trabajo, a fin
de determinar la tarifa que mejor se ajuste a la experiencia de cada riesgo

considerado, sin dejar de lado la pertenencia a un colectivo comun.

Si bien existen varias formas de clasificar a la Teoria de Credibilidad, en este
trabajo se enfatiza en la rama denominada Credibilidad Europea, dentro
de la cual explicitamente se detallan los modelos de Biihlmann, Biithlmann-

Straub, Hachemeister y Jewell.

Los modelos de Biihlmann y Biithlmann-Straub se conocen como los mode-
los de distribucion libre; se consideran el punto de partida de la Teoria de
Credibilidad Moderna y el objetivo de ambos modelos es estimar la prima de
riesgo individual, seleccionando para ello la mejor prima lineal y utilizando

el criterio de minimos cuadrados en esta seleccién.
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XVI CAPITULO 0. RESUMEN

La principal critica que se le seniala al modelo de Bithlmann es el supuesto
de homogeneidad en el tiempo y entre poélizas, con lo cual se ignora la in-
formacion que representa para el asegurado el impacto que tiene una péliza
debido a su volumen y la tendencia del riesgo. Esto se trata de corregir con

el Modelo de Biithlmann-Straub, al incorporar observaciones ponderadas.

Por su parte Jewell propone un modelo en el cual se pueda realizar el estudio
de la cartera dividiendo la misma en subgrupos de riesgos homogéneos, donde
cada péliza tiene asociados dos parametros de riesgo, uno en el nivel de pélizas
y otro en el nivel de las subcarteras. Como en el modelo de Bithlmann-Straub,
las observaciones esperadas son homogéneas en el tiempo, pero la varianza
depende de los pesos asignados. Tampoco resuelve el problema de la tendencia

de los parametros.

Finalmente, el modelo de Hachemeister, quien planted la necesidad de es-
tablecer estimaciones para las tendencias que presentaban los datos obser-
vados. Por lo cual propuso utilizar un estimador que fuera una ponderacion
entre el estimador individual para cada riesgo y el estimador para el conjunto
de la cartera, utilizando para ello un modelo de regresién lineal, aunque el

planteamiento se extiende a todo tipo de regresion.

Al aplicar los cuatro modelos antes descritos a la muestra de Riesgos del Tra-
bajo se obtienen resultados interesantes. Los primeros tres modelos, aunque
parecen realizar una estimacién muy cercana a las tarifas empiricas, no con-
sideran tendencia, por tanto no se seleccionan como mejor método de ajuste.
Por su parte el modelo propuesto por Hachemeister es el que se determina

como mejor estimador para algunas de las tarifas de Riesgos del Trabajo,
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entre los modelos estudiados, precisamente por contemplar la tendencia nat-
ural de las observaciones. Aunque en el analisis se aclara que el modelo que
parece ajustarse a la experiencia estadistica deberia ser uno que incluya no
solo la tendencia sino también la jerarquizacion de la cartera. Sin embar-
go, esta posibilidad no se contemplé como objeto de estudio en el presente

proyecto.
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CAPITULO 1

Descripcion del Proyecto

La Teoria de Credibilidad permite el calculo de primas de riesgo individuales,
apegadas a un estudio tanto de la informacién propia de cada asegurado o

pdliza, como del colectivo al que pertenece (actividad de riesgo).

El objetivo es determinar el factor de credibilidad A, 0 < A <1, tal que:
T=xm+(1-ANM

donde: m es la media de riesgo individual, M es la media de riesgo colectiva

y 7 es la prima de credibilidad del riesgo individual.

1



2 CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL PROYECTO

Fueron las grandes empresas con seguros de compensacion laboral las que
promovieron el desarrollo de la Teoria de Crediblidad, al solicitar a sus ase-
guradoras una prima ajustada, que cubriera el riesgo de la actividad especifi-
ca, pero que incorporara la buena siniestralidad que la empresa propia habia

mantenido en el periodo utilizado para el calculo de la prima cobrada.

Esta misma iniciativa es la que nos motiva para aplicar la Teoria de Cred-
ibilidad en Riesgos del Trabajo, pues aunque este seguro se caracteriza por
ser solidario, al cubrir los pagos de reclamos con las primas recaudadas de
todas las actividades de riesgo, podria mejorar el calculo de la prima de riesgo
de cada actividad cubierta en el seguro, incorporando en el mismo la bue-
na o mala siniestralidad de cada grupo de riesgo, propiciando asi un célculo

apegado a la técnica.

Por lo tanto, una vez explicados los alcances de los modelos investigados, se
busca aplicarlos a una muestra de actividades o grupos de riesgo del Seguro de
Riesgos del Trabajo, y determinar el modelo que ajusta de manera equilibrada
la tarifa futura respecto a las existentes en cada actividad, considerando
tanto la experiencia propia en cada uno como del colectivo al que pertenece,

utilizando el criterio de varianza minima.

Con este enfoque el nombre del presente proyecto es: Aplicacion de la
Teoria de Credibilidad en Seguros de Riesgos del Trabajo y los

objetivos identificados en el desarrollo de la investigacién son los siguientes:
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1.1. Objetivo General

= Investigar y aplicar cuatro modelos de Credibilidad en la tarifacion de

Riesgos del Trabajo.

1.2. Objetivos Especificos

= Investigar en libros y revistas cientificas los Modelos de Credibilidad.

= Profundizar en la investigacion de los Modelos de Credibilidad de Bithlmann,

Bithlmann-Straub, Hachemeister y Jewell.

= Determinar el modelo de Credibilidad que estima de manera mas justa

las tarifas de la muestra.
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CAPITULO 2

Marco Teorico.

2.1. Antecedentes del Proyecto

Seguro de Riesgos del Trabajo

El Seguro de Riesgos del Trabajo, con el que se busca dar proteccién a los
trabajadores por aquellos accidentes o enfermedades derivadas del ejercicio
de su trabajo, es en realidad una proteccion amparada en la Seguridad Social,
como queda expresado por la Organizacién Internacional del Trabajo (OIT)

en un comunicado del 2011:



6 CAPITULO 2. MARCO TEORICO.

“Una soctedad que brinda sequridad a sus ciudadanos, no solo los protege
de la guerra y de la enfermedad, sino también de la insequridad relacionada
con el hecho de ganarse la vida a través del trabajo. Los sistemas de sequri-
dad social prevén unos ingresos basicos en caso de desempleo, enfermedad
y accidente laboral, vejez y jubilacion, invalidez, responsabilidades familiares
tales como el embarazo y el cuidado de los hijos y la pérdida del sostén de la
familia. Estas prestaciones no solo son importantes para los trabajadores y
sus familias, sino también para sus comunidades en general. Al proporcionar
asistencia médica, sequridad de los medios de vida y servicios sociales, la
sequridad social ayuda a la mejora de la productividad y contribuye a la dig-

nidad y a la plena realizacion de los individuos” [1].

En términos generales, se puede decir que el Riesgo de Trabajo nacié con la
actividad laboral y se tienen pruebas documentales [1] de que desde tiempos
antiguos ya se trataba el tema ya que con el trabajo los seres humanos sat-
isfacen sus necesidades basicas, pero igualmente se exponen a accidentes y

enfermedades derivadas de la actividad realizada.

Pese a varios intentos y pequenas agupaciones que el ser humano intenté con-
stituir en defensa de los derechos laborales, no es hasta el Siglo XVIII que en
materia de Derecho Laboral se logran adoptar medidas enfocadas a proteger
al trabajador de los riesgos derivados de las enfermedades laborales en los
reglamentos de algunas empresas de profesionales. Sin embargo, la proteccién
real y sistematica de los trabajadores no se inicia sino a mitad del Siglo XIX;

con la creacién de legislaciones sobre accidentes de trabajo [19].

Es precisamente en 1919 que se crea la OIT, con el claro objetivo de pro-
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teger a nivel internacional a todos los trabajadores. Este organismo trabaja
por la defensa de los derechos y las obligaciones en materia laboral, tanto de
los patronos como de la clase trabajadora. Las convenciones dictadas por la
Conferencia de la Organizacién Internacional del Trabajo han ejercido una
mayor influencia a nivel mundial para tratar toda clase de discusiones labo-
rales, pero especialmente han fortalecido y unificado el tema de accidentes y
enfermedades, enfocdndose en la prevencién de los mismos, la higiene laboral

y la seguridad social.

Mas tarde, se empieza a crear normativa a nivel continental y regional me-
diante los organismos internacionales regionalizados y que dirigen de igual
manera sus esfuerzos en materia laboral a crear normas de proteccién y reg-
ulacién de los riesgos del trabajo; un ejemplo es en el caso latinoamericano,
en donde se encuentra la Organizacién de Estados Americanos, que regula

dentro de sus estatutos la necesaria proteccion a los derechos del trabajador

[1].

En Costa Rica, como ocurrié en el mundo, la lucha por el reconocimiento de
los Riesgos del Trabajo, se inicié por medio de una agrupacién de artesanos
(1868), misma que se constituye con el objetivo de crear un medio de amparo
para cubrir las secuelas de accidentes y enfermedades inherentes de esta clase
trabajadora. Esta asociacion trabajaba a través de una caja de ahorros, que
era generada por medio del aporte econémico de cada uno de los integrantes
de la misma, y con ella se inicia el camino de la Seguridad Social en Costa

Rica.

Pero no es hasta inicios del siglo XX, que en nuestro pais se dan los primeros
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intentos formales legislativos para generar una proteccion verdadera a la clase
trabajadora, frente a los riesgos laborales a los que estd expuesto todo tra-

bajador.

Asi en 1907 se present6 al Congreso un proyecto de Ley de Accidentes de
Trabajo constituido por 16 articulos, no obstante la misma no prospero6 hasta
1924, luego de la creacién del Banco de Seguros (posteriormente llamado
Instituto Nacional de Seguros), encargado de la administraciéon de todo lo
concerniente a la reparacién de accidentes y la administracion del régimen

de riesgos de trabajo.

Asi las cosas, amparado en la Ley N° 53 sobre Accidentes de Trabajo, el
INS creé el Departamento Obrero, como encargado de administrar esta ley,

el cual posteriormente se llamé Departamento de Riesgos del Trabajo.

Mucho después, en el ano de 1943, se promulga el Codigo de Trabajo, y se
incorpora dentro de él la Ley sobre Riesgos del Trabajo [22], que mé&s tarde
derogaria la ley 53 y pasaria a formar parte, como un titulo mas, del actual

Cédigo de Trabajo.

La Asamblea Legislativa aprueba en el ano 1982 la Ley 6727, que modifica
el Titulo IV del Codigo de Trabajo, que integra lo siguiente:

= Se amplia el concepto de Riesgos del Trabajo (Articulo 195).

= El seguro de Riesgos del Trabajo se declara obligatorio, universal y

forzoso (Articulo 201).

= Aparece el concepto de Salud Ocupacional, ligado a promover y man-
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tener el mas alto nivel de bienestar fisico, mental y social del trabajador

(Articulo 273).

= En consonancia con la Constituciéon Politica de Costa Rica (Articulo
66), se asigna un conjunto de responsabilidades al patrono, respecto al

seguro, al riesgo y la prevencion (Articulos 214, 215 y 284).

= Al trabajador se le otorgan beneficios (Articulos 218 y 221) pero tam-
bién obligaciones, segtin lo establecen los articulos 285 y 286 del citado

Cadigo.

Este seguro le permite al patrono protegerse de las consecuencias econimicas
por la eventual ocurrencia de accidentes y enfermedades laborales a que estan
expuestos los trabajadores en el desempeno de su trabajo, que estan bajo su

responsabilidad.

El precio del seguro contiene al menos tres elementos relevantes: es equitativo,
pues se cobra de acuerdo al riesgo a que se expone el patrono; es solidario,
pues con la contribucion de todos se pagan los infortunios del trabajo que
ocurran a los trabajadores; es suficiente, ya que se cobra a cada asegurado
el monto que, al ser agregado a las sumas pagadas por los deméds, permite

financiar los costos de los accidentes [12].

Por otra parte, para los asegurados, este seguro garantiza asistencia médico-
quirurgica, hospitalaria, farmacéutica y de rehabilitacién. También se conce-

den beneficios por muerte y por incapacidad temporal y permanente.

El modelo de tarifacion actual tiene como objeto la obtencion de tarifas
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equitativas para cada grupo de riesgo, mediante la utilizacién de datos es-
tadisticos consolidados de los grupos de clases homogéneas (50 grupos de

riesgo) [14].

Ademas el modelo actual de tarifacion esta fundamentado en un sistema de
reparto de capitales de cobertura, el cual consiste en fijar un equilibrio anual
entre el valor actual de las prestaciones generadas por accidentes ocurridos

en el ano y las primas del mismo ano [24].

Considerando que histéricamente los patronos, quienes por ley tienen la
responsabilidad de velar por el bienestar y seguridad de sus empleados,
apelaron a que la prima que debian pagar incorporara en su calculo la buena
siniestralidad que con esfuerzo y prevencién habian logrado, este es precisa-
mente el motivo de aplicar la Teoria de Credibilidad al seguro de Riesgos del
Trabajo, pues con estos métodos sera posible determinar primas ajustadas

para cada riesgo.

Para esto se ha tomado una muestra de 20 grupos de riesgo entre los 50
grupos utilizados por la aseguradora para atender la demanda del mercado.
Estos datos fueron transformados con factores constantes, a fin de no revelar

informacion declarada confidencial conforme al articulo 12 de la Ley N°12.

Esto significa que las tarifas de riesgo sin credibilidd no corresponden a las
reales del seguro; sin embargo, el andlisis con las tarifas de credibilidad tiene

validez.

La tendencia actual en la tarifacion de seguros le da cada vez mayor im-

portancia a las caracteristicas particulares de cada riesgo, por lo que resulta
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imperantivo aplicar las técnicas que permitan agregar la experiencia siniestral
de los riesgos individuales, con el objetivo de adecuar las primas a las carac-
teristicas particulares de cada riesgo, que a priori no son conocidas, y que se
intentan estimar mediante métodos bayesianos, incorporando la informacién

resultante del histdrico particular de cada riesgo.

En un seguro que se expone en la competencia, la fijacion de las primas
se convierte en una tarea primordial para toda aseguradora. Cuanto mayor
conocimiento se tenga sobre el riesgo a cubrir, mas exacto serd el calculo de
la prima del seguro, que a su vez le permitira a la aseguradora ofrecer primas
competitivas sin incrementar el riesgo de insuficiencia, lo cual concluira fi-

nalmente en una cartera equilibrada con clientes satisfechos.



12 CAPITULO 2. MARCO TEORICO.

2.2. Modelos de Credibilidad

El término Credibilidad se introdujo por primera vez en seguros en Estados
Unidos a principios del Siglo XX, antes de la primera Guerra Mundial, en
relacién con los sistemas de ajuste de primas en seguros de compensacion obr-
era o seguro de accidentes, motivado por la presién que algunas empresas, con
numerosos empleados y baja siniestralidad, ejercieron sobre las companias
aseguradoras, para que les reconocieran la baja siniestralidad presentada y

la elevada tasa de actividad en los importes de las primas a pagar [6].

Una definicion formal de Teoria de Credibilidad no se encuentra propiamente
dada por los expertos en el tema, sin embargo podemos enunciar algunas de

las definiciones mas utilizadas en este campo:

Definicién 2.1. “La Teoria de Credibilidad es una coleccion de ideas con-
cernientes al ajuste sistemdtico de las primas de sequros a medida que Se

obtiene la experiencia de reclamos” [10].

Por otro lado, Norberg [17] la define como:
Definicién 2.2. “La Teoria de Credibilidad investiga ciertos principios y
métodos para ajustar las primas a medida que la experiencia de los reclamos

es obtenida”.

Entonces podemos decir que la Teoria de Credibilidad es un compendio
de métodos matematicos-actuariales que permiten al asegurador ajustar de
modo sistematico las primas de los seguros en funcion de la experiencia de

siniestralidad.
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Bajo este andlisis destacan dos conceptos clasicos: el de riesgo individual
(pdlizas) y riesgo colectivo (cartera de sequros), y se resuelve de modo rig-
uroso el problema de como analizar la informacién obtenida de estas dos

fuentes para llegar a la prima de seguros y obtener una tarifa justa.

Para ello se agrupan las pélizas referentes a un mismo riesgo con una serie de
caracteristicas comunes del colectivo, al cual le corresponde como tal una pri-
ma colectiva. Pero ademads, se consideran las caracteristicas propias de cada
poliza, que a su vez la diferencia de las demas; estas caracteristicas individ-
uales son de dificil cuantificacién, pero no se pueden descartar al momento

de calcular las primas de riesgo individuales.

Para Whitney [26], el problema fundamental consiste en la obtencién de un
criterio que permitiera dar, a cada uno de los dos tipos de experiencia, su peso
adecuado en la determinacion de la prima a pagar por cada asegurado. Para
ello propone que la prima de riesgo se calcule con la siguiente combinacion
lineal convexa.

Definicién 2.3. La tarifa de credibilidad P para la poliza se define como:

P=7-X+(1-2)-C (2.1)

donde:
X : experiencia individual (tarifa de la pdliza).

C': informacién que se dispone sobre el colectivo (tarifa colectiva).
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Z . factor de ponderaciéon denominado factor de credibilidad, y mide la
confianza o la importancia que se da a la experiencia individual en el

calculo de la prima a pagar, 0 < Z < 1.

Es decir, la prima descrita (P), no es mas que una media ponderada entre los
valores extremos X y C' e intuitivamente el factor de credibilidad Z deberia

satisfacer lo siguiente:

= Ser una funcion del tiempo de vigencia de la péliza, n, por tanto

Z =Z(n).

= Ser una funcién creciente en n, de modo que se aproxime a 1 cuando
n tienda a infinito, mientras que tienda a cero cuando n tienda a cero.
De esta manera, el valor de n = 0 representaria que no se dispone
de experiencia para el asegurado (es decir se hablaria de un contrato
nuevo), y la prima a cobrar en este caso seria C, lo mismo que la prima
basada en la informacién del colectivo. En la medida en que aumenta
n, y por tanto se dispone de mas datos, la informacion individual tiene
mayor peso. Es decir la experiencia de siniestralidad del asegurado o
de la poliza tendria méas creencia, seria mas creible. El caso extremo, n
tendiendo a infinito, deberia proporcionar como X el valor de la prima,
esto es que la prima estuviera basada exclusivamente en la experiencia

individual, dado que hay abundante informacién.

» El factor de credibilidad Z deberia presentar un comportamiento inver-
so respecto al valor esperado de la varianza tedrica, S* = E[Var(X)],

de modo que cuanto mayor sea la varianza del individuo menor peso se
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da a su experiencia individual y mayor a la del colectivo. Esto es l6gico,
puesto que si la cartera no es heterogénea, entonces la prima basada en
el colectivo seria el mejor estimador de la prima individual. Por otro
lado, mayor heterogeneidad de la cartera deberia dar lugar a un mayor

peso a la informacion del asegurado o péliza.

Si bien las contribuciones que ha tenido la Teoria de Credibilidad han sido
claras y extensas, los diferentes autores que se han involucrado en su estudio,
han partido de diferentes puntos de vista para su desarrollo, esto ha sido un

obstaculo en el intento de clasificar teéricamente dicha teoria.

Por ejemplo, Hickman [10] clasifica los aportes a la Teorfa de Credibilidad
con base en la consideracion de los parametros del proceso de reclamos en
los modelos. Asi este autor denominé Teoria de Credibilidad Cldsica cuando
dichos parametros son considerados como constantes (no estocasticos) que
deben ser estimadas usando tinicamente los datos propios del seguro. Por otro
parte, clasifica como Teoria de Credibilidad Bayesiana o Moderna aquellos
modelos cuyos parametros en el proceso de reclamos son considerados como
variables aleatorias generadas por un proceso estocastico que no puede ser

completamente conocido.

Como Hickman, existen clasificaciones hechas por otros autores como Longley
& Cook [15], Taylor [21], entre otros. Para el desarrollo de nuestros modelos,
utilizaremos la clasificacién propuesta por Norberg [18], quien indica que la
Teoria de Credibilidad se divide en dos ramas conocidas como Teoria de
Credibilidad de las Fluctuaciones Limitadas y Teoria de Credibili-

dad de la Madxima  Precision, aunque otros autores
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las denominan: Teoria de Credibilidad Americana y Teoria de Cred-

ibilidad Europea, respectivamente [18].

La utilizacion de estos ultimos términos para clasificar los modelos de cred-
ibilidad no es compartida por muchos autores, pues ambos enfoques fueron
propuestos por americanos, sin embargo la segunda fue mas desarrollada por

actuarios suizos.

En estas dos ramas de clasificacién de la Teoria de Credibilidad se encuentran
las contribuciones iniciales de la misma, asi como las que se detallan en este

trabajo, como se observa a continuacion.

» Teoria de Credibilidad Americana:

o Credibilidad Total.

o (lredibilidad Parcial.

» Teoria de Credibilidad Europea:

o (Credibilidad Ezacta.

o Credibilidad de Distribucion Libre.

Como se puede observar, a lo largo del tiempo se ha venido desarrollando
modelos que buscan optimizar la prima pura de un seguro. En las siguientes
secciones se trata de explicar de la forma més detallada posible cada uno de

los modelos indicados en la clasificacion expuesta.
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2.2.1. Credibilidad Total o Completa

Suponga que S representa el riesgo para una aseguradora correspondiente
a una poliza o conjunto de ellas con ciertas caracteristicas particulares, y
por un periodo dado. Sean Si,--- .5, los montos de los reclamos pagados
a esta poliza durante m periodos consecutivos, y sea S = (S} + Sy + --- +
Sim)/m el promedio de estos reclamos. Para el ejemplo que se desea explicar,
interesa estudiar el comportamiento de S a lo largo del tiempo para un
conjunto de polizas en particular, pues se desea determinar si la prima que
se cobra a cada uno de ellas es la adecuada. Si las variables Sy, - , S, son
independientes, idénticamente distribuidas y con esperanza finita, entonces
la ley de los grandes niimeros garantiza que la media muestral S converge
a la constante desconocida E[S], conforme el nimero de términos crece a

infinito.

Ante este planteamiento surge la incégnita ;qué tan grande debe ser m para
que S esté razonablemente cercano a E[S]? Como una respuesta viable Mow-
bray [16] propone el siguiente criterio.

Definicién 2.4. Sea S una variable aleatoria Sean k € (0,1) y p € (0,1)

dos mimeros fijos. Se dice que S tiene credibilidad completa (k,p) si

P (IS - E[S]| < kE[S]) > p.

Es decir, se supone que la prima pura estimada es estable si existe una prob-
abilidad alta (p) de que la diferencia entre la prima verdadera y la estimada
no es mas que un limite pequeno elegido (k), en la practica, generalmente se

toma k = 0,05y p=0,9 [16].
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Asumiendo normalidad sobre S se tiene: E[S] = E[S] y Var(S) = V%(S);

ademas por el teorema del limite central, se obtiene de la Definicién 2.4

P(S — B8] < kE[S]) = P | 12=E) kE[S] )
Var(S)/m = \/Var(S)/m
kES] kE[S]
=P 7 < Ml
Var(S)/m 4= W)

Segun la definicién 2.4, esta probabilidad debe ser mayor o igual a p, obte-

niendo:

o (kﬁE[S]) S P )
Var(S) 2 2

El objetivo es, dado p y k, encontrar el valor de m mas pequeno que cumpla
con la desigualdad anterior. Para ello se considera que se obtiene la igualdad
de esta ecuacién. Sea u, el g-cuantil de la distribucién normal, es decir,

®(u,) = ¢q. Entonces

ky/mE[S]

——— 2 U(14p)/2-

Var(S)
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Despejando m se obtiene:

u?Hp)/QVar(S)
B (2.2)
::1082‘21223), (2.3)

en donde la ultima expresion es aproximada y se han usado los valores
k=0,05y p=20)9,y por lo tanto w4p2 = uo9s = 1,6449. Los términos
E[S] y Var[S] pueden ahora ser estimados a través de la media y varianza
muestral, respectivamente, usando la informacion que se tenga a disposicion
al momento de hacer el andlisis. Substituyendo estos valores en la férmula
se puede conocer una aproximacion del nimero de periodos m del historial
para que S tenga credibilidad completa en (0,05,0,9)

Observe que cuando p crece, entonces el nimero de periodos de observacién
m también crece. Por otro lado, si el parametro k crece, es decir, si se pide
que la distancia entre S y E[S] tenga mayor amplitud, entonces m decrece.
Finalmente se observa que la condicién aproximada para la credibilidad com-
pleta obtenida mediante la ecuacion 2.2, que a su vez se puede expresar de
la siguiente manera:

k*E?[S]

2

Var(S) <
Ui+p)/2

2.2.2. Credibilidad Parcial

En lugar del estimador S para E[S], Whitney [25] propone la combinacién

lineal convexa

S=7S+(1-2)E[S]
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en donde Z € (0, 1) es llamado factor de credibilidad. Mediante una expresién
como la propuesta se le otorga credibilidad parcial a la media muestral S,
y la credibilidad complementaria se le otorga a la media teérica E[S]. El
problema es determinar el valor de Z. Se pretende que el estimador, § no

diste demasiado de E[S]. La condicién de la definicién 2.4 se reduce a

P(|Z(S - E[S]]) < kE[S]) > p.

Observe que esta expresion hace referencia tnicamente al primer sumando

del estimador propuesto. Reescribimos la expresion anterior de la siguiente

P16 Eis) < 7 ) 2

forma:

Esta es la misma condicion para la credibilidad completa solo que en lugar
del pardmetro k se tiene ahora k/Z, es decir, la credibilidad completa (k, p)
para Z S+ (1—Z)E[S] es equivalente a la credibilidad completa (k/Z, p) para

S.

Nuevamente bajo la hipétesis de normalidad para S y con los valores de k y

p mencionados anteriormente se tiene la aproximaciéon

A Var(S

(1+p)/2 ar(S) 2

m > = (1082)~2
- k2 E?[S] ( )

Var(S)
E2[S]

De donde se obtiene

KE[S|ym _ Jm B[] 25)

Z = = :
Urapy 2/ Var(S) 3289 /Var(S)
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Este valor de Z excede el valor de uno para valores suficientemente grandes

de m, por lo tanto se define el factor de credibilidad como

Z = min { KEIS]Ym : 1} : (2.6)
U (5)

1+p)/2V Var

2.2.3. Credibilidad Exacta

También conocida como Credibilidad Bayesiana y corresponde a otra for-
ma de incorporar el historial de reclamos de un grupo de asegurados en el

calculo de las primas.

Desde esta perspectiva se considera que 6 es una variable aleatoria para la
cual se asume una distribucién de probabilidad h(6) llamada distribucién a
priori. Esta distribucion refleja cierta informacion subjetiva o cuantitativa
que el observador pueda tener sobre el parametro 6. La distribucion conjunta
(f) de una muestra aleatoria xy,--- ,z,, y el pardmetro 6 (bajo la hipdtesis

de independencia)es:

f(@y, o am, 0) = f(x1, - 2m|0)(0) = Hf(lee)h@)-

La distribucién marginal de la muestra es entonces:

flan, - ap) = /QHf(xilﬁ)h(Q)dH.
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con f(x;/0) una distribucién de probabilidad dada, de donde se busca estimar

el pardametro.

Conociendo estas funciones puede ahora calcularse la distribucién condicional

de 6 dada la muestra (z1,--- ,z,,) como sigue:

[, T, |0)R(6)
[, )
HZ 1 f(@:]0)R(0)
Sy I, F(il6)h(6)d6

g(9|$1, T 7xm) =

(2.7)

De esta forma la distribucion h(f) representa cierta informacién que el obser-
vador conoce del parametro # antes de tomar la muestra, y la distribuciéon a
posteriori g(0|zy, - -+, zy) es la distribucién modificada a la luz de la muestra
aleatoria. Teniendo ahora esta distribucion a posteriori para #, se pueden pro-
poner varias formas de estimar este parametro, una de ellas es simplemente
tomar la esperanza de esta distribucién, es decir, un estimador Bayesiano

para 6 es

0=FE@@|xy, - ,xm) = /Hg(Q\xl,--- , Ty )dO.

Para una mejor comprension se expone el siguiente ejemplo.
Ejemplo

Suponga que x1,---,x, es una muestra aleatoria de la distribucion

Bernoulli(p), y suponga ademds que el parametro p tiene una distribucién
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Beta(a,b), con a y b conocidos. Como el soporte de la distribucién Beta es el
intervalo [0, 1], tal distribucién es factible para el pardmetro p. La densidad

conjunta de la muestra y el parametro es

f(xh T ,IL‘m,p) = f(xla T ,xm|p)h(p)

— pmz< o p>m7miB<a b)pafl( - p)b 1
1 +mz—1 —mZ+b—
— a+mzT 1 m—mZ+b 1.
Blab)” (1-p)

Integrando respecto a p se obtiene la densidad marginal de la muestra,

1 ! _ _
e m — a+mz—1 1 — m—mx+b—1d
B(a+ mz, m —mz + b)

B(a,b)

Por lo tanto, la densidad a posteriori para p es

1

g(pler, - x) = )p

a—i—m:i—l(l
B(a+mz,m —mz+b

m—mz+b—1

—p)

Esta es la densidad Beta(a + mz,m — mZ + b), y su esperanza puede usarse

como un estimador Bayesiano para p, es decir,
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a+ mx
m+a+b

m m a
= —7 1— . 2.8
m+a+bx+( m+a+b)a+b (2:8)

p=

2.2.4. Credibilidad de distribucion libre

Los modelos de credibilidad denominados de distribucién libre, se conocen
asi por cuanto no es necesario hacer ninguna hipétesis ni sobre la funcién
de distribucién que explica los riesgos individuales, ni sobre la distribucion a

priori de los parametros de riesgo.

Por lo que clasificaremos en este grupo los conocidos modelos clasicos de cred-
ibilidad, a saber, el Modelo de Biihlmann y el Modelo de Biithlmann-
Straub, los cuales se consideran como el punto de partida de la Teoria de

Credibilidad Moderna.

El objetivo de ambos modelos es estimar la prima de riesgo individual, es
decir, correspondiente a un asegurado o grupo de asegurados que conforman
una poliza en una cartera de seguros, seleccionando para ello la mejor prima

lineal y utilizando el método de minimos cuadrados.

Para una mejor descripcién se considerara la cartera de seguros que aparece

en el Cuadro 2.1, en la cual se observan los siguientes elementos:

1. Xj;: variable aleatoria que representa el riesgo del asegurado o poéliza

j en el ano 7, puede ser la cantidad reclamada, el nimero de reclama-
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ciones, tarifa experimental, etc.

2. La tabla describe la evolucion de k asegurados o contratos de seguro

(pdlizas) con caracteristicas comunes durante n anos.
3. Las columnas representan los riesgos.
4. Las filas representan el tiempo, en anos u otra unidad de medida.

5. La funcién de distribucién de las Xj; depende de un pardmetro de-

sconocido ¢;;, denominado pardmetro de riesgo.

Cuadro 2.1: Composicion de cartera en Modelos de Credibilidad Clasica

Grupos de riesgo
Anos |j=1 j=2 -+ j=k
P1 N
1 X Xa 0 X
2 Xig Xoo 0 X
n Xin Xon - Xkn

Se asumen las siguientes hip6tesis [13]:

1. Homogeneidad en el tiempo, esto es ¢;; = ¢;. Es decir, todas las vari-
ables aleatorias pertenecientes a la misma columna tienen la misma

distribucién de probabilidad.

2. Los parametros ¢; son variables aleatorias independientes y con la mis-

ma distribucién m(¢).
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. Independencia de riesgos. Es decir, las columnas son independientes

entre si.

. Dado el valor de ¢; las variables aleatorias dentro de la columna j son

independientes.

Resumiendo, las variables destacadas de los modelos de distribucién libre son

[6]:

?;

Ji

: representa el pardmetro de riesgo para la poliza j—ésima. Se trata de

una variable estructural que describe las caracteristicas de riesgo de la
poliza j—ésima, con j = 1,2, ..., k, siendo k el nimero total de pdlizas
en la cartera. En la ciencia actuarial es costumbre considerar a dicho

parametro desconocido y aleatorio.

: representa la experiencia de reclamaciones para la pdliza j—ésima
en el periodo i—ésimo, donde j = 1,2,..k y i = 1,2,...,n, siendo n
el nimero de peridodos observados para cada poliza. Es también una
variable aleatoria, pero con realizaciones observables. En ocasiones se
suele interpretar como el monto promedio de las indemnizaciones por

siniestro.

Por lo tanto, la péliza j—ésima es descrita por el vector:

(¢janl7Xj27 7X]n) = <¢]7X]> .

Ademas para el desarrollo de los modelos que se explicaran, se usa la siguiente

notacion:

() = E[Xjil o],
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como la prima de riesgo para la péliza j, dado ¢;
m = Elu(¢;)] = E[Xj],

para representar el valor esperado de todas las primas de riesgo, es decir, la

prima colectiva.

Finalmente,
a = Var[u(¢;)],

seria la varianza de las primas de riesgo, el cual es un indicador de la het-

erogeneidad de la cartera.

2.2.4.1. Modelo de Biihlmann

El objetivo de este modelo consiste en calcular la prima lineal ajustada a
la experiencia de cada riesgo, con base en el criterio de minimos cuadrados,
aplicado a una funcién lineal que solo depende de la experiencia de recla-
maciones y cuya calidad de ajuste se mide segun la desviaciéon cuadratica

esperada.

Sin embargo, una de las principales criticas que recibe este modelo es su
rigidez, al considerar independencia dentro y entre las poélizas, y la home-
geneidad en el tiempo con observaciones no ponderadas, pues ignora la in-
formacion que representa para el asegurado el impacto que tiene una péliza

debido a su volumen, siendo apto cuando se trabaja con datos sin tendencia.

A. Hipétesis del modelo [3].
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s Las pdlizas j = 1,2, ..., k, es decir, los pares (¢1>;(1), (ng,)?g),"' ,
(D%, ;( k) son independientes e idénticamente distribuidas. Es decir,
se presenta independencia entre los riesgos (pdlizas) y dentro los

mismos, o bien, en un andlisis da igual coger una podliza que otra.

» Para cada poliza j = 1,2, ..., k, para un ¢; dado, las variables condi-
cionadas: x;1|¢;, Tj2|@;, ..., Tjn|¢@; son independientes y estan idénti-
camente distribuidas. Con esta hipdtesis no solo se ratifica la inde-
pendencia dentro de cada riesgo, sino también la homogeneidad en
el tiempo, es decir, se asume que un individuo no mejora ni empeora

a medida que va pasando el tiempo.

a) E[ij|¢3] = M(¢j) JE {1727 7k}

b) CoulX; |6,] = 02(6;)- I je{1.2,...k}, donde:
I es la matriz identidad, de dimensién (k, k),
0%(¢;) = Var[X|¢;],
y )?Z-j es un vector de dimensién (k,1).

B. Notacién requerida [4]. Para un desarrollo fluido del modelo propuesto

por Biilhmann, se recuerda que:

L p(¢;) = E[Xji|¢;]. Prima de riesgo individual para una pdliza conc-
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reta (j), es decir, la esperanza condicionada a un pardmetro de riesgo

fijo.

1. m = E[X;;] = E[u(¢;)]. Media esperada de reclamaciones para el
conjunto de la cartera, es decir, prima de riesgo colectiva o bien,

valor esperado de todas las primas de riesgo individuales.

1. a = Var [E(Xji|¢;)]. Mide la dispersién existente entre las primas
de riesgo individuales. Es un indicador de la heterogeneidad de la

cartera.

v. S? = E[Var [X;|¢;]] = E[0%(¢;)]. Valor esperado de la dispersién

total de los datos de reclamaciones de la cartera.

De lo anterior resulta:

v. Cov [stqut] =a+ 5st - 52

Donde 6, es el simbolo de Kronecker, es decir

1 sis=t

0 sis#t

VL. Cov [pu(¢;), Xji] = a.

» Para probar V y VI usamos la proposicion siguiente:

Proposicion 2.1. Si X e Y son variables aleatorias con distribucion
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conjunta dependiente de la variable aleatoria 0 se verifica [25]:

E(X) = E[E(X]0)],
Cov(X,Y)=E[Cov(X,Y|0)] +Cov[E(X|0),E(Y]0)]. (2.9)

Demostracion. Para probar la primera igualdad, lo haremos con el

caso discreto
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Para la segunda:

Cov(X,Y) = E[[X - E(X)][Y — E(Y)]]
— E[[X — E(X|0) + E(X|0) — E(X)]
Y —E(Y|9) + E(Y]) — E(Y)]]
= E[[X — B(X|0

~—

Y — E(Y|0)]]

JIEY]0) = EY)]]
+E[[EX]0) - BE(X)][Y — E(Y]0)]

+E[[X — E(X|0

~—

+ E[[E(X]0 — E(X))|[E(Y]0) — E(Y)]]
= E[Cou(X,Y|0)] + Cov [E(X|0), E(Y]0)].

Si tomamos X =Y, en el resultado anterior, obtenemos:

Var(X] = EVar(X|0)] + Var[E(X|0)]. (2.10)

Volviendo al caso que queremos probar, el resultado V:

Cov [Xjs, Xji) = a + 0y - S*.

Para el caso s # t, aplicamos la formula 2.9 y la segunda hipétesis del

modelo, es decir que, Xj¢. ¥ Xjyjg, son independientes, obtenemos:
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Cov [Xjs, Xji] = E[Cov[Xjs, Xji|5]] + Cov[u(¢;), u(¢;)]

=0 + Var|u(¢;)]

= Q.

Por otra parte, el caso s = t, aplicamos la férmula 2.10 y obtenemos:

Cov [Xjs, Xji] = Var[X;]
= E[Var[X;s|¢;]] + Var[E[X,s|¢;]]

=5%+a.

Y asi comprobamos que,

Cov [ X, Xji) = a+ 04 - S°.

» Para VI: Covlu(¢;), Xjs] = a.

Aplicamos nuevamente la férmula 2.9:

Cov [u(¢;), Xji| = E[Cov[u(¢;), Xjild]] + Cov[E[u(d;)] 9], B[ X ]
=0 + Cov[u(d;), u(;)]
= Var[u(¢;)] = a.

C. Prima de riesgo individual.
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Retomando el modelo de estudio, el objetivo de Biilhmann consiste en cal-
cular la prima de riesgo individual mas ajustada a la experiencia individ-
ual, 1(¢;), bajo el criterio de minimos cuadrados. Para ello intenté aprox-

imarla mediante una funcién [2]:
h(il?jl, ZL‘]*Q, ceny :Bjn)

que sélo depende de los datos observados. Para esto se debe calcular la
minima esperanza del cuadrado de la desviacion de la prima de riesgo

individual,es decir, se debe determinar h que minimice:

I[h] = E [{u()) — hlwj1, 22, s ) }]

llegando a la conclusién que la funciéon 6ptima h, usando el criterio ante-
rior, es:
h(xj1, T2, s Tjn) = Elp(d5)| 251, Tj2, -, Tjn)

la cual se conoce como estimador posterior de Bayes para p(¢;).

Sin embargo, el desarrollo matemético de estas funciones se considero casi
imposible en ese momento, al ser desconocidas tanto la funcién de dis-

tribucion de X como del parametro de riesgo.

Para solventar parte de este problema, Biilhmann [3] propuso seleccionar

la mejor entre la clase restringida de funciones lineales de la forma:
k
cjo + g Cji + Xji-
i=1

Para comprobar su teoria Biilhmann establecié el siguiente Lema:
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Lema 2.1. Si dados cjo, cj1, ¢j2, ..., ¢jn, tales que se cumple:

1(b5) —c Zcﬂ

2
E ¢j — Cjo — Z Cji * z] < E

/ . .
para cjo, ﬂ,cﬂ, ey Cin arbitrario, entonces:

C]0+ E C]'L’ ji

es la mejor aprozimacion lineal para E [p(¢;)|T1, Tj2, .oy Tin)-

Demostracion. Desarrollando el lado izquierdo de la expresion:

2
S
= Ellu(¢;) — Elu(d))lwj, w2, -+ wjn

+E[p(@i)|zjn, jo, - -+ xjn] — (cjo + Zcﬂ - Xi)
= E HM_((Z%‘) — Elu())|wjn, xj2, - v%’n]ﬂ 2
Elp(oi)|, xjo, - xin] — (o +Zcﬂ' ji ]
=2 B[u(6) = Bludp)las v+ ] ¥
XE | Elu(¢;)|x1, 50, -+, 2jn] — cjg—i-Zcﬂ- i ] .

+E
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Pero como:

E [1(¢;)] = E[E [u(d))|w1, w2, -+, 25
Entonces,

E{u(¢;) — E [u(d)lxjn, 22, -+ x5n]] = 0.

Por lo tanto,

n 2
E | |m(6;) —cjo— > cji Xj‘]

=1

= E[lu(¢;) = Elu(d)lep, zjz, - jul]’]

+E [E[M(¢j>’ley Lj2,- - ,l'jn] - (CjO + chi : in)]Z
i=1

En la igualdad anterior, el primer sumando no depende de los coeficientes
Cj1,Cj2, "+, Cjn, POI lo tanto la parte izquierda y derecha de la igualdad
estan minimizadas por los mismos coeficientes c;i, ¢jo, - - - , ¢jn, con lo cual

se demuesta que si:

n
CjO + E le' . in
=1
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es la aproximacién lineal para p(¢;) que més se ajusta a la experiencia

conocida, también lo serd para E[u(¢;)|x;1, 2, -, Tjn).
En resumen, al determinar los valores cjo, ¢;1, ¢j2, - - , ¢j, que minimizan
la funcion:
. 2
Uejo e oy ejnl = B | |1(e5) = cjo— Y ¢ji - X (2.11)

=1

estamos  encontrando la  mejor aproximacién lineal  para
Elu(¢j)|zj, o, -+, ], esto segin el criterio de la maxima precisién

minimo-cuadratica.

El estimador que resulte del desarrollo explicado se denomina estimador

de credibilidad y se reconoce con la notacion fi(¢;).

Para determinar este estimador, como se menciond anteriormente, debe-
mos minimizar la funcién (2.11), por lo que derivamos dicha funcién re-

specto a los n + 1 coeficientes que tenemos e igualamos a cero
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I _pla. ;) — cjo— Y ciXjil - (—1)] =

L L =1

=E |2 |u(oj) —cjo— chini : (—st)] = 0.
L =1

Asi, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

E

o) —cio— > Cjz‘in] =0

=1

Xjs - [M%) —cjo— Y Cjz'in” =0
=1

(2.12)
E

De este sistema, si multiplicamos la primera ecuacién por E[X,,] v se lo

restamos a la segunda, para s = 1,2,--- ,n queda:

E

Xjs - [M(¢j) —co— cjin-”

=1

—E[Xjs] - Eu(85) — cjo — 2oimy Xyl = 0 (2.13)

Utilizando la propiedad de que la esperanza de una suma es la suma de

esperanzas, desarrollamos (2.13) y obtenemos:
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0 = F s p(d5) — Xjs - cjo — ZCJZ

—E[Xjs] - Elu(d)] + cjo - E[Xjs] + E[Xj] - E

chi : ij’]
i=1
—F zn:CjZ‘ . in . Xj5]
chl ' z]

Xjs - chi : in]

1=1

= E[Xjs - p(9))] — cjo - E[Xjs]

—E[Xjs] - Elu(d)] + cjo - E[Xjs] + E[Xj] - E

= E[Xjs - p(9))] — E[Xj] - Elu(gy)) — E

g C]z' ji

= Coulp Z cji - Cov[Xjs, Xj5] = 0. (2.14)
Para asi concluir, con s =1,2,--- ,n,
Covlu Z cji - Cov[Xjs, Xji). (2.15)

Pero sustituyendo los valores de las covarianzas, obtenidas en la seccién

anterior, vemos que el resulado final de esta igualdad serfa:
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Covlp Zcﬂ Cov[Xjs, Xjil.
O sea, por VI:

a = chi . (CL—F(SJ'@' . 52)
=1

n n
§ : 2 § :
=a- Cji—f-S . Cji'éji
i=1 i=1
n

:CL'ZCji+SQ'CjS. (216)

=1

Ahora bien, si en la primera ecuacién del sistema (2.12) hacemos reajustes

por tratarse de una esperanza de una suma, obtenemos:

[ ¢] — Gjo — ZC]Z : 7, = 0. (217)

Pero ademas sabemos que m = FElu(¢;)] = E[Xji] (por la segunda

hipétesis del modelo), entonces de (2.17)

n
m — Cjo — E cﬂwm:()
i=1

llegando a la igualdad:

m = Cjo +m - ZCJ’Z’. (218)
i=1
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Por tanto, con los resultados (2.16) y (2.18), el sistema de ecuaciones

original (2.12) se puede rescribir como:

n
Cj0 +m- E Cji = MM (219)
i=1
n
2
S%-cis+a- g cji=a, paras=12--- n. (2.20)
i=1
Este sistema de ecuaciones es simétrico respecto a los coeficientes c;1, ¢j2, - -+, Cjn,
es decir:
Cj1:Cj2:"':Cjn:C.

Haciendo la respectiva sustitucion en el sistema de ecuaciones, resulta:

cio+m-n-c=m (2.21)

S*.c+a-n-c=a, paras=12--- n. (2.22)

De esta tultima ecuacion depejamos c, para obtener:

a

C:Sg+a-n'

(2.23)

Redefinimos una nueva variable como Z, de la siguiente manera:
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a-n

7z-_2"
SZ4+a-n

(2.24)

Reescribiendo la ecuacién (2.23) con esta nueva variable, obtenemos:

a Z
cC= 77— =— 2.25
S?4+a-n n (2.25)
Por su parte de la ecuacién (2.21) se depeja cjo para tener:
cio=m-(l—n-c)
o]
=m-|l—n-—
n
=m-[1-17Z]. (2.26)
Por lo tanto, los coeficientes cjo, ¢;1, ¢j2, - - -, ¢j que minimizan la funcién

(2.11) son:

Cj():m'[l—Z]

Z
-

Siendo el estimador ajustado de credibilidad:
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() = cio+ Y cji- Xji
=0

n
:Cj0+C' E ij
=0

Es decir,
i) =[1-Z]- m+Z- X, (2.27)
donde:
a-n
7 - "
S2+a-n

_ "X
X;=) nf

i=1
Propiedades de estimador ajustado de credibilidad -ji(¢;)

1. Asegura que los ingresos por primas y los pagos se equilibren conjun-

tamente en promedio.

Efi(¢;)] =1 — Z]- E[m] + Z - E[X}]
— E[Xi]
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2. 1i(¢;) se aproxima a la prima pura verdadera de cada riesgo, cuando
n crece, por cuanto para un parametro de riesgo dado ¢;, la media X

se aproxima a m cuando n tiende a infinito, Z se aproxima a la unidad

3. Para la obtencién de ji(¢;) no se ha tomado hipdtesis sobre el tipo
de funcién de distribuciéon que gobierna el riesgo individual, o de la

funcion de distribucion estructural a priori de los parametros de riesgo.

D. Variables estructurales.
Se denominan variables estructurales, precisamentes a las primeras tres
hipétesis de las que se parte en este modelo, pero que pese a ser desconoci-

das, son necesarias para el calculo del estimador ajustado de credibilidad,

1(b;)-

Aunque la teoria desarrollada por Bithlmann no contempla el cdlculo de
estos parametros, se utilizan las definiciones que para dicho fin desar-

roll6 Norberg [18].

Los parametros a los que nos referimos son:
» m = E[Xj,] = Eu(¢;)],
= a = Var[E[X;s|é;]] = Var[u(e;)],
= 5% = E[Var[X,J)] = E[o2(¢,)].

Estimacién Media Poblacional (m): Intuitivamente nos referimos al

valor medio observado:
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k n

> Xsi. (2.28)

n

1 & 1
m:X:E-;Xj:E'

j=1 i=1

Estimacién de S? = E[0%(¢;)]: Representa el valor esperado de la dis-
persién total de los datos en el tiempo. Siendo logico utilizar el valor

medio de las k varianzas individuales empiricas:

k
—~ 1 9
52 == E . S]-
j=1
a2 1 . v \2
=1

donde .§? es la varianza individual empirica del j—ésimo riesgo.

Estimaciéon de a = Var|[u(¢;)]: Representa la variacién de la prima pura
verdadera individual entre los riesgos en la poblacion; se puede estimar

con la varianza empirica de la prima pura observada, es decir:

k
a:L-Z(Xj—X)Z—%-éE (2.30)

el factor %~S2 corresponde a un ajuste que se hace al estadistico en aras de
que sea insesgado, con el propdsito de considerar la variacion accidental
dentro del riesgo de un periodo a otro que puede existir, y reflejarse en

el estimador fi(¢;) .



2.2. MODELOS DE CREDIBILIDAD 45

Los estimadores que acabamos de ver son insesgados y consistentes, es

decir:

E(m)=m
E(5) = Elo(¢;)]
E(a) = Varlp(¢;)]

m,s%,a) — (m,s% a), cuando n — oo.

2.2.4.2. Modelo de Bithlmann-Straub

El modelo de Biilhmann-Straub es una generalizacién del Modelo de Biilh-

mann que analizamos en la secciéon anterior.

Este modelo mantiene el supuesto de ser homogéneo en el tiempo, pero agrega
el hecho de utilizar observaciones ponderadas, con lo cual la varianza de
dichas observaciones deja de ser constante en el tiempo y por ende pasa a
depender del periodo considerado en el estudio. Esto ademés permite superar
una de las limitaciones del modelo anterior, como es que todas la pdlizas
tienen la misma importancia dentro de la cartera, independientemente del

volumen.

Para esta nueva medicion se agrega una variable adicional al modelo de Biilh-

mann y corresponde a:
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wj;: Pesos o ponderaciones naturales, que suelen representar el nimero de
reclamos o bien volumen de primas, segtin el enfoque que se utilice para

in.

Otra caracteristica de este modelo, es que el factor de credibilidad no es
constante para toda la cartera, por el contrario, en este analisis cada pdliza

tiene su propio factor de credibilidad.

Al igual que el modelo de Biilhmann, este solo es apto para trabajar datos

deflatados o sin tendencia.

A. Hipétesis del modelo [23].

» Las pdlizas j = 1,2, ..., k, es decir, los pares ((;51,51), (02, 52), ce
(ox, Ek) son independientes, y las variables de riesgo ¢, ¢a,- - - , %

son idénticamente distribuidas.

» Para cada poliza j = 1,2, ..., k, para un ¢; dado, las variables condi-
cionadas: X;1|¢;, Xj2|¢;, ..., Xjn|¢; son independientes y estan idénti-
camente distribuidas. Con esta hipdtesis no solo se ratifica la inde-
pendencia dentro de cada riesgo, sino también la homogeneidad en

el tiempo, es decir,

a) E[Xji|o;] = u(e;), J€{L,2, ...k}
Sin embargo, la varianza si depende del periodo de estudio, me-

diante las ponderaciones naturales, ya que:

Var[X;ilg;] = — - 0%(¢;).

Jr



2.2. MODELOS DE CREDIBILIDAD 47

b) Cov[Xjs, Xjil 6] = 650 (¢;).

B. Notacion requerida.

Se mantienen las utilizadas en el modelo de Biilhmann, a excepcion de
una pequena modificacién en la intrepretacién de la variable Xj;, pues
si esta se interpreta como el costo promedio por siniestro, wj; seria el
nimero de pélizas que han tenido siniestro, en el periodo estudiado.

Por lo tanto [23],

Wiq
_ 2k=1Tjk

7t
’LUjZ‘

C. Prima de riesgo individual.

Se requiere encontrar el mejor estimador para la prima de riesgo individ-
ual, 1(¢;), por lo que utilizando el mismo procedimiento y notacién que
en el modelo de Biilhmann [23], determinamos los valores ¢;1, ¢j2, - - , Cjn

que minimizan la funcién:

n

l [th ng, s ,Cjn] = E [L(gbj) — Cj() — Zcﬁ . Xj‘ . (231)

i=1

Derivando dicha funcién respecto a los n + 1 coeficientes e igualamos a

cero se obtiene:
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ol ' - |
2 = E 2 () — o — D eniXil (_1)] =0
| i=1 _

aCjO

ol M d _
5o = L |2 [1(8s) —cjo— ) ciiXi -(—st)] =0.
YE] =1

Asi, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

E

) = cjo— Y Cjinz‘] =0

i=1

Xjs - [M(¢j) —co— ) Cjinz‘” =0
=1

(2.32)
E

De este sistema, multiplicando la primera ecuacién por E[X 4] y restdndo-
lo a la segunda, para s = 1,2,--- ,n queda la siguiente expresion, ya
obtenida con detalle en el modelo de Biilhmann mediante la ecuacién

(2.15)

CO’U[,U(¢]‘),X]'S] = ZC]'Z‘ : CO'U[X]'S, X]z] (233)
=1

Pero sustituyendo los valores de las covarianzas, obtenidas en la seccién

anterior, se llega al siguiente resultado:
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Covlu(d;), Xjs] = E[Cov[u(¢;), X ]
+ Cov[E[u(¢;)|95], E[Xs|0;]]
= 0+ Cov[u(d;), ()]
= Var[u(¢,)] = a. (2.34)

Para determinar el valor de Cov[X,, Xj;] veamos:

m S 7é 7
Cov[Xjs, Xji| = E[Cov[Xjs, Xji|b5]]
+ Cov[E[Xs|05], E[Xji|05]]
=0+ Var[u(e;)]
=a.
" s=1

Cov[Xjs, Xjs] = Var[X;s]

= EVar[X;s|¢,]] + Var[E[Xs|¢;]]

_ {wl .02<¢j>} T Varlu(éy)]

Por lo tanto,
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- S% (2.35)

1
Cov[Xjs, Xji] = a+d

sz

Utilizando los resultados de (2.34) y (2.35) en (2.33) se obtiene la siguiente

expresion:

" 1
G_ZCji'[a+6si'—'S2:|
i=1 Wy

n
Z Z Cji
= Q- Cji—FSQ' J '531'
- Wy;
=1

=1
:a-zcji+82-zw¢j. (2.36)
i=1 i=1 v

Al utilizar la primera ecuacién del sistema (2.32) y calculando la esper-

anza para sustituir las expresiones por su valor, se obtiene:

m = Cjo +m - Z Cji - (237)
i=1

Por tanto, con los resultados (2.36) y (2.37), el sistema de ecuaciones

original (2.32) se puede reescribir como:

m = Cjo +m- Z Cji (238)
i=1
a=5-3"9 5,1 a-3 e (2.39)

w..
i=1 I i=1
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Este sistema de ecuaciones es simétrico respecto a ;j_i_, es decir:
ji
Ci1 Cio C;
L= =...= 2% = ¢, = CONSTANTE
W1 Wjo Win
que a su vez implica:
Cji = Cj * Wy (240)

Sustituyendo en el sistema de ecuaciones, y despejando se llega a:

a
) .\
S%4a- ) wy

¢ (2.41)

Redefiniendo una nueva variable como en el Modelo de Biilhmann, Z;, de

la siguiente manera:

n
G D ic Wi
J n
52 +a- Zi:l wji

a-wj.

e M 2.42
S?+a-wj. ( )

donde,
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Reescribiendo la ecuacién (2.41) con esta nueva variable, se obtiene:

7.
cj = w—f (2.43)
-
Y ademas,
7.

Si la ecuacién (2.37) se sustituye ¢;; por (2.40) se obtiene:

Cjo=m - ]_—iCji]

=1

=1m- 1—i6j'w]'i]
L =1

=m- 1—icj.]
L =1

- Z }
=m-|l—-—w;

L Wy
=m-[1—-2Z]. (2.45)
Por lo tanto, los coeficientes cjo, ¢;1, ¢j2, - -+ , ¢j que minimizan la funcién

(2.31) son:
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Siendo el estimador ajustado de credibilidad:

i(e) = cio+ Y i~ Xii
=0

n

=[1=2Z] - m+> =L w;- X

— wj.
" wi - X
—1-2z] mtz-y S (2.46)
W
i=1 J:
donde:
a-w;
s
TS24 a-w;
wy. = Z Wi
i=1
® W - X
Xiw = A
J zzl U)j‘
Finalmente el estimador se busca es:
w(o) =1—-2Z;]-m+2Z; - Xp. (2.47)

Propiedades de estimador ajustado de credibilidad -ji(¢;):

1. Asegura que los ingresos por primas y los pagos se equilibren inmedi-
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atamente en promedio.

Elu(e)] =1 - Z;]-m+ Z; - E[X;,]

:[1_Zj].m+zj.z%

=1 J
n w-m
i1 U}j.
n Wi
=01-2Z]-m+Z-m-) =~
UJj.

2. Ji(¢;) se aproxima a la prima pura verdadera de cada riesgo, cuando n
crece, por cuanto para un parametro de riesgo dado ¢;, la media X se

aproxima a m cuando n tiende a infinito, Z se aproxima a la unidad

3. Para la obtencién de 7i(¢;) no se ha tomado hipdtesis sobre el tipo
de funcion de distribucién que gobierna el riesgo individual, o de la

funcién de distribucién estructural a priori de los parametros de riesgo.

D. Variables estructurales [23]:

. m = Elu(6,)

- Z a-Wj.

i= S2+a-wj.

_ n o wji-Xj;
= Xjw =2

=1 wj.
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95

En los cuales aparecen los pardmetros a estimar m, a, S?

Considerando las siguientes variables

(2.48)

(2.49)
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Ademés se sabe que las Xj;|¢;, con j = 1,2,---  k, son independientes,

entonces:

Var(X;] = E[Var(X;u|¢;]] + Var[E[Xj.,|6;]]

— 2| T varfuto,)
wy.
= o Elo(0)] +a
82
=—+a
Wy.
. 52 +a- wy.
De (2.50) se llega a:
S?+a-w; = wj - Var[Xj,). (2.51)

Sustituyendo este resultado (2.51) en la ecuacién (2.42) se obtiene el

factor de credibilidad Z;

a-w;
“ S ran,
B a-wj.
wy - Var[ X,
B a
- Var[X;,)
Var(p(¢;)]
= Var[ij] . (2.52)

Es decir, el factor de credibilidad se puede calcular como el cociente entre
la varianza de la prima de riesgo individual y la varianza de su estimador

individual.
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Estimacién Media Poblacional (m): Se puede tomar como estimador

la media aritmética de las medias individuales, X, es decir:

k
X . ij . U)j.
ww — E w
Jj=1 h

con,
k
’lUj. = Z sz
j=1
k
w.. = ij. (2.53)
j=1

k
~ Z;
=X =Y 2 X (2.54)

donde Z- = 2521 Z;.

Estimacién de S? = E[0?(¢;)]: Bilhmann y Straub, consideran como
mejor estimador el valor promedio de las k varianzas individuales em-

piricas:

.S (2.55)
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donde,
IR _
i=1
E[Sjlj] = 0*(8))-
Estimaciéon de a = Var[u(¢;)]: Bilhmann y Straub propusieron el

siguiente estimador a. Representa la variacién de la prima pura verdadera

individual entre los riesgos en la poblacién, es decir:

con,

2.2.5. Modelos de Regresion

Se han denominado asi aquellos modelos que hacen uso de la técnica de
regresion en la estimacion de la prima esperada, ademas se distinguen de los
modelos clasicos porque abandonan totalmente la hipdtesis de homogeneidad
en el tiempo, tanto en las observaciones esperadas como en la matriz de

covarianzas.
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Estos modelos fueron desarrollados por Hachemeister (1975), como una gen-
eralizacon de Biithlmann-Straub, asumiendo que las observaciones esperadas

se ajustan a una funcién de regresion.

En su modelo Hachemeister sigue utilizando el procedimiento de minimos
cuadrados para hallar la mejor aproximacion lineal de las primas de riesgo
individuales. Si bien existen otros modelos que se denominan como mode-
los de regresion, en esta seccién nos referiremos tinicamente al Modelo de

Hachemeister.

Es importantante resaltar que en este tipo de modelo los factores de cred-
ibilidad dejan de ser escalares para convertirse en matrices conocidas como
matrices de credibilidad, esto debido a que el modelo se desarrolla en

forma matricial.

Otra gran diferencia con los modelos clasicos, es que estos son aptos para

detectar tendencias y tener en cuenta los efectos de inflacién.

2.2.5.1. Modelo de Hachemeister

Hachemeister [9] plante6 la necesidad de establecer estimaciones para las
tendencias que presentaban los datos de los montos de reclamos en los seguros
de automoviles por regiones, debido a los efectos de la inflacion. En su opinién
la inflacién se habia convertido en un elemento importante a tener en cuenta

en las tarifaciones.

Partiendo de los montos de reclamos por estados y por periodos, propuso
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utilizar un estimador que fuera una ponderacion entre el estimador individual
para cada estado y el estimador para el conjunto del pais, utilizando para

ellos un modelo de regresion lineal.

En este modelo se permite tanto la variaciéon en el tiempo, no sélo con
Var[Xji|¢;] sino también con E[X,|¢;], pues se sustituye la hipétesis de ho-
mogeneidad en el tiempo por una de tipo matricial, con la cual los efectos
de la inflacién se pueden incluir en el andlisis. Ademds, con la técnica de

regresion se calculan los estimadores de credibilidad de este modelo.
A. Variables ejes del modelo [9]:

¢; : representa el pardmetro de riesgo para la pdliza j—ésima. Se trata
de una variable estructural que describe las caracteristicas de riesgo
del contrato j—ésimo, con j = 1,2, ..., k, siendo k el niimero total de
polizas en la cartera. En la ciencia actuarial es costumbre considerar

a dicho pardmetro desconocido y aleatorio.

Xj; : representa la experiencia de reclamos para la pdliza j—ésima en
el periodo 1—ésimo, donde j = 1,2,...k y i = 1,2, ...,;, siendo ¢; el

nimero de periodos observados para la poliza j—ésima.

Y; : Matriz dada de dimensién (t;,n) de rango completo n, que debe
verificar n < ¢;. La n indica el grado del ajuste mas la unidad, de la
mayor tendencia polindomica prevista para las distintas polizas que
integran la cartera. Siendo Y, el vector fila s—ésimo de la matriz

Y.

je
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v; : Martriz dada de dimensién (t;,¢;) y semidefinida positiva, con

.j = 17 27 e 7k
B. Hipdtesis del modelo [23]:

s Las pdlizas j = 1,2, ..., k, es decir, los pares (¢1,§1), (¢2,§2), cee
(D, Ek) son independientes, y las variables de riesgo ¢1, ¢o, - , Pk
son idénticamente distribuidas. Se mantiene el supuesto de indepen-

dencia entre las poélizas, y la equivalencia exterior de las mismas.
» Paratodo j=1,2,..,kyr,s=12---t; se tiene:

a) E[Xji|o;] =Y - 5(;)
con ((¢;) como vector de regresion desconocido y dimension
(n,1), Y; es una matriz dada de dimensién (¢;,n) y X, es un

vector columna:

_ X,

Xo
X

X; = 'ﬂ con, X = |X;
X

- jt_ Xk

La inclusion de las matrices Y; reemplaza el supuesto de homo-
geneidad en el tiempo por otra de tipo matricial. Con esto se
logra incorporar tendencias o efectos de inflacién en el modelo.

Para el caso particular en que n = 2, la matriz Y; serfa:
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1t 11
1 t;—1 1 2
Yi=11 t-2 o bien, Y;=11 3
11 1t

Esta hipotesis es una ampliacién de la considerada por Biilhmann-
Straub y que implicaba homogeneidad en el tiempo de las ob-

servaciones esperadas, E[Xs|¢;] = u(¢;), paras € (1,2,--- ;)

b) Cov[X;|¢;] = 0*(¢;)-v;. con 0?(¢;) funcién escalar desconocida,
y [02(¢;) - v;] la matriz de varianzas y covarianzas correspondi-

ente a la poliza j—ésima.
C. Notacion previa:
» 3= E[B(¢;)]: Vector de dimensién (n, 1).

» Matriz de covarianza de los coeficientes de regresion, de dimensién

(n,n):

I'= Cov[B5(¢;), B'(9:)] = EB(¢;) - B'(¢5)] = 5 5"

w 1js(05) = E[Xjsloj] = Yi,-B(¢;), si se calcula la esperanza de pi;5(¢;)

con respecto a los diferentes pardmetros de ¢, se tiene:
Elujs(¢5)] = E[Yj - B(¢j)] = Yi, - EIB())] = Yi, - B

entonces E[X,] = Y], f.
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Ademés, de manera similar se obtiene E[X;|¢;]:

E[X;|p5] = pi(¢5) =Y; - B(d;).

Calculando la esperanza con respecto a ¢ tenemos:

Elui(¢;)] = E[Y; - B(¢;)] =Y, - E[B(¢5)] =Y, - B

entonces, E[X]=E | | = ' =| |- B=Y"B=m

X Yy 0 Yy,

donde Y* es una matriz particionada de dimensién (3 _;_, ¢;,n), por

tanto sus elementos a su vez son matrices de dimension (¢;,n).

= Matriz de covarianzas entre X; y p;s(¢;), parai=1,2,--- j---  k

seria:

CO’U[XZ', ﬂjs(qu)] = 6@']‘ : OOU[XM Mjs(¢j)]

por la hipétesis de independencia asumida entre las pdlizas.

Si i = j se obtiene:
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Cov[X;, pjs(65)] = E[Cov[X;, p1s(0;)1¢5]] +
+ Cov [E[X;]¢5], Elps(¢5)|9;]]
=0+ Covlp;(d;), 1js(¢5)]
= CovlY; - 5(65), Y, - 5(4,)]
=Y, Cov[B(¢;)] - Y]
=Y;-T-Y,

YT Y, 0y

) Yo - T Y}'s ’ 52]'
obteniendo, Cov[X, u;s(4;)] = .

Yi T Y- Ony

= La matriz de covarianzas entre las variables de experiencia de recla-

maciones:

C, 0 --- 0

0 Cy 0
C=Co[X,X']=

0 0 --- Cy

con la hipétesis de independencia asumida en el modelo se obtiene:
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C; = Cov[X;, X}] = E[Cov[X;, X}|6;]] + Cov[E[X,|;], E[X}|¢;]]
= EVar[X;|p;]] + Cov[;(#;), 115(¢;5)]
= E[o*(¢;)] - vj + CovlY; - B(¢;), 5'(¢;) - Y]]
= 8% v + Y- CovlB(¢))] - Y]
=Vi+Y;-T-Yj.

Siendo V; = S? - v;, una matriz cuadrada de dimensifon (¢;,¢;).

. Prima de riesgo individual.
Para poder estimar la prima de riesgo individual Hachemeister [9] propone

lo siguiente:

Para estimar la prima de riesgo individual para la pdliza j—ésima, en el

periodo s—ésimo utiliza:

E[Xjs|ps] =Y, - B(5) = pys(65)
donde Yj es el vector fila s—ésimo de la matriz anteriormente definida.

Como en el modelo de Biilhmann, se supone que existe un estimador

optimo i5,(¢;) que cumple:

Ellpjs(05) — 15,(05)°] < Ellpis(¢5) — 1js(5)]7].

Ademas se consideran los estimadores lineales:
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k t;
Hjs(@5) :a0+zzair'Xir =ap+X'-A

=1 r=1

donde X es un vector columna particionado de dimensién (Zle ti, 1)y

X; también es un vector columna pero de dimension (¢;,1)

X3 Xin

Xy Xi2
X = con, X,;=

Xz Xir

Xk Xiti

De la misma manera, se define A como:

Ay Q41

Ay (079)
A= con, A; =

A; (0772

Ay Qit,

Anélogo a los modelos anteriores, la mejor aproximacion lineal para la
prima de riesgo individual se obtiene encontrando los valores de aqg y
de a; con i = 1,2,--- kyr =1,2,---,t; que minimicen la siguiente

expresion:

@i = Bllpjs(0;) — ag — X' - AJ’]
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que incluye (3% t; 4+ 1) pardmetros.

Como se ha procedido en los modelos anteriores, se deriva parcialmente
)
;s respecto a ap y A y se iguala a cero, obteniéndose el siguiente sistema

de ecuaciones:

;s /
B = =2 Bllia(85) — a0 = X' A =0

(2.58)
Ois — 9 BIX - [15a(65) — a9 — X' 4] = 0
aA JS\¥J
De la primera ecuacién en (2.58) se tiene:
Elpjs(¢5)] — ao — E[X']- A= 0. (2.59)
Despejando y sustituyendo se obtiene:
ag = Elpjs(é;)] — EIXT]- A
=Y,-B-0 YA
YY" A (2.60)

De la segunda ecuacién en (2.58) se llega a:
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E[X - [ujs(dj) —ao— X"~ A]] = 0
E[X - pjs(¢5)] = E[X] a0 — E[X - X']-A = 0
EIX - 1js(0)] = E[X] - E[X - p1s(5)]
VE[X]- E[X]- A— E[X - X]-A=0. (2.61)

Reordenando y con factor comiin, se obtiene:

Cov[X, pjs(¢;)] — Cov[X-X']-A=0
es decir, Cov[X, X']- A = Cov[X, ujs(¢;)]

obien, [V;+Y;-T-Y/]- A, = Y;-T-Y},-6; (2.62)

para i = 1,2,--- , k, siendo este un sistema de ), t; ecuaciones con
> iz ti incognitas a;,.
Si i # 7, el sistema de ecuaciones anterior se convierte en:

Vi+Y; T-Y/]- 4, =0

para ¢ = 1,2,-, k — 7, resultando un sistema de ecuaciones homogéneo,
ya que por la hipdtesis de independencia asumida entre las pélizas, todas
la pdlizas son independientes, siendo el rango de la matriz asociada al

sistema igual al nimero de incégnitas.

Al tener solucion trivial resulta que:

A =0 i #
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lo que implica que todos los coeficientes a;. son iguales a cero para

i:1727"'7k_.jyr:1727'”7ti

Si i = j el sistema de ecuaciones (2.62) se transforma en:

Vi+Y,-T-Y/]- A =Y;-T-Y], (2.63)

siendo este un sistema con t; ecuaciones y t; incognitas ajs, con

521,2,"' ,tj.

Si la ecuacion (2.62) se multiplica por (Y] - V;™") se obtiene:

[}/}/“/}_1"/}+}/;‘/“/j_1'}/}‘r'}/}/]'Aj:}/}/"/j_l'y}‘r'y}s- (2.64)

Pero,

YV V=Y = L]

J

Reordenando se puede despejar Y;.’ A

[I+Yj’-\/;_1-Yj-F]-Y;-’-Aj:Yj-Vj_l-Yj-F-Y}S (2.65)

Yj’-Aj:[I+Yj'~Vj’1~Yj~1“]*1~Yj-Vj*1~Yj-F~Y}S

SV VY DY VY T Y (260
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Definiendo una nueva matriz Z;:

Zj:Yj’-Vj‘l-Yj-F-[]—i—Yj’-Vj‘l-Y;--F]‘l.

La ecuacion (2.66) se puede escribir:

Y] Ay =7 Y

Sustituyendo la ecuacion anterior en (2.65) se tiene:

Vi AV T2V, =Y T,

donde podemos despejar A; para obtener:

A =V;N Y, T[T Z)] Y.

Sustituyendo esto en (2.68) llegamos a:

Zy =Y} Vil YT = Z]

donde,
I =2)=(]- V7' Y;-T)7" - 2

Al sustituir y despejar en (2.67),

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)
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Aj:I/}_l-Y}-F-(Y},-V}_I'Y}'F)_l'zj'y}& (2'73)

Ahora si se multiplica el resultado anterior por X} resulta:

Xi Ay =B Z;- Y, (2.74)

con,
Py =X vty vy (2.75)
=X, o7t Y (Y ot YT (2.76)

pues V; = 5% - v;

El vector 3}, no es mds que un estimador minimo-cuadrético gener-

alizado para el modelo de regresién multivariado, basado en X.

Con el desarrollo realizado, se obtuvo (2.58), pero ademéds se tiene que

A;=0parai#j,coni=1,2--- k, por tanto,

@ =0 [V~ Y] 4}
=0 [I=2Z] Y, (277)

Resumiendo, las expresiones necesitadas son:
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X\ A= 2V, (2.79)

Con estos resultados, ya se puede pasar al desarrollo del estimador 6ptimo

para la prima de riesgo individual, fi;5(¢;)

k
1js(0;) Zao+X’-A:ao+ZXZ.’-Ai

i=1

=ag+ Xj- Ay =0 ([ - Z] Yie+ 32V

= |81 -2)-Y+ 5 -2] -V,

Lo anterior es posible, pues:

Blo) =5 -1I-2]+0, 2.

La matriz Z;, se conoce como matriz de credibilidad, y existen varias
-1
. . _ ro. =1
formas de representarla, por ejemplo definiendo w; = (Yj vy YJ>
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Z;j=T-(T+5% w;)"!
:yj'.(SQ.wj)*l.y}.r.[[_y;/.(S?.wj)*l.y}.F]*l
= (S wy) ™ T[T+ (8% wy) T

(74 (8% wy) ') - 57w

r
=0T (S* w;+I)!
r

E. Variables estructurales

En [23], las variables requeridas son:

= 3= E[B(¢)]
= 5% = E[0*(¢;)]

= ['= Cov[(6;)]-

Estimacién de 5 = E[3(¢;)] :

Estimacién de S? = E[0%(¢;)] :
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k
~ 1 ~ B ~
S2zm.§ (X =Y B5) vt (X = Y- 3)).
j=1"%1 j=1

Estimacién de I' = Cov[3(¢;)] :

~

. 1 ~ o~
F:H-ZZj'(ﬁj_ﬁz)'(ﬁj_ﬁz)/'

Jj=1

Para lo cual primero se calcula:

Luego se calcula el escalar e y para los demés estimadores es necesario
fijar un valor inicial para el pardmetro I', con lo cual se puede estimar Z;
y mediante iteraciones obtener un valor estable de . Para cumplir con
la hipdtesis de utilizar una matriz simétrica, se reemplaza el valor de r
por HTF/

Una vez obtenidos los valores necesarios, se puede calcular el estimador

de credibilidad para la prima de riesgo individual mediante:

f5:(65) = B(¢) - Yie = |B'5- Zj+ 3 - [T — Zj]] “Ys.
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2.2.6. Modelos Jerarquicos

Mientras Hachemeister presentaba su modelo de Regresion, Jewell mostraba
otra generalizacion del modelo de Biilhmann-Straub, esta vez basdndose en
una jerarquizacién de la informacién. Jewell [23] asume que cada cartera
puede estar dividida en un cierto nimero de subcarteras, donde cada una de
ellas esta caracterizada por un parametro de riesgo desconocido que describe
como una subcartera difiere de las otras. Esta metodologia se resume como
un modelo jerarquico con parametros aleatorios a dos niveles: en el nivel de

las polizas y en el nivel de las subcarteras.

La interpretacion practica de este modelo se torna muy clara, por ejemplo
al referirnos a una compania de seguros en la cual cada riesgo individual
es una poliza de seguro individual, y el colectivo es la cartera de cobeturas
similares dentro de dicha compania. Es claro que las carteras pueden variar
de una compania a otra, y una de esas carteras puede ser mejor o peor
que la media nacional. El conjunto de colectivos corresponde a la unién de
todos los posibles contratos de riesgo de este tipo en la nacién, es decir,
esta formado por los colectivos o carteras parecidas de todas las companias del
pais, para las cuales, como propone Jewell, se puede asumir que disponemos

de estadisticos adecuados.

Si bien, después de Jewell otros autores siguieron su enfoque y desarrollaron
otros modelos jerdarquicos, en este trabajo analizaremos la labor y aportes de

Jewell.
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2.2.6.1. Modelo Jerarquico de Jewell

El modelo jerarquico de Jewell se puede considerar una generalizacién del
Modelo de Biilhmann-Straub, y aparece de manera simultanea al modelo de

Hachemeister, pero con una vision completamente diferente.

En este modelo, se considera que la cartera existente puede ser dividida en
un cierto nimero de subcarteras o sectores (p), donde cada una de ellas
esta caracterizada por un parametro de riesgo, que describe las diferencias
existentes entres las distintas subcarteras, ya que cada una esta formada por
un cierto numero de pdlizas que han sido agrupadas por poseer determi-
nadas caracteristicas basicas comunes. Sin embargo, cada pdliza posee unas
caracteristicas especificas que la diferencian de las demas pélizas dentro de

la subcartera, y que vienen cuantificadas por otro parametro de riesgo.

Entonces, se describird un Modelo Jerarquico a dos niveles, donde cada poéliza
tiene asociados dos parametros de riesgo, uno en el nivel pélizas y otro en
el nivel de las subcarteras. Aunque el modelo permite una jerarquizacién de

mas de dos niveles.

Como en el modelo de Biilhmann-Straub, las observaciones esperadas son
homogéneas en el tiempo, pero la varianza depende del periodo considerado

via los pesos naturales.

El objetivo sigue siendo, encontrar los mejores estimadores de credibilidad
lineales para las primas de riesgo individuales utilizando el criterio de los

minimos cuadrados, pero en este caso, estructurando la cartera en dos niveles,
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su obtencion estd ligada a la de los estimadores de credibilidad para las primas

de riesgo de cada subcartera.
A. Variables principales del modelo [6]:

¢p: Es una variable nueva que se incorpora en este modelo, y corresponde
al parametro de riesgo de la subcartera p, con p=1,2,--- P,y P

el nimero de subcarteras en que se dividié la cartera.

¢pj: Es el pardmetro de riesgo que describe las caracteristicas de la poliza
Jj—ésima pertenenciente a la subcartera p, con j = 1,2, -, k,, siendo
k, el nimero de pdlizas que constituyen la subcartera p. Este es el

mismo parametro de riesgo que aparece en los otros modelos.

Xpjs: representa la experiencia de reclamaciones para la péliza j—ésima,
perteneciente a la subcartera p, en el periodo s—ésimo, donde p =
1,2,..P, 5 =1,2,--- )k, y s =1,2,..,t,, siendo t,; el nimero
de periddos observados para la pdliza j—ésima, perteneciente a la

subcartera p.

wpjs: Son las ponderaciones o pesos naturales de las variables observables

Xpjs- Son ntiimeros positivos conocidos.

Se identifica la subcartera p como:(¢,, ¢y, Xpis) v la pdliza p;

como (¢p;, Xpjs), una visualizacién mas concreta puede ser la siguiente:
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Cuadro 2.2: Composicion de cartera - Modelo Jerarquico de Jewell.

Subcarteras
p=1 p=PF
P1 Pp
Anos D11 ?12 Op1 Pp2
1 X111(w111) X121(w121) Xpn(wpn) Xp21(wp21)
2 X112(w112) X122(w122) Xp12(wp12) Xp22(wp22)
Contratos c11 C12 Cp1 Cp2

B. Hipétesis del modelo [23]:

Las subcarteras p = 1, 2, ..., P son independientes, es decir, los ries-
gos ((bpa ¢pj>ijS) con j = 17 27 T 7kp y s = 1727 e 7tpj son inde-

pendientes

Para cada p 1,2,---,P y para cada ¢, dado, lo contratos

Pj = P1,P2." " » Pk, €s decir, los pares (¢, Xpjs), cons = 1,2,--- 1,

son condicionalmente independientes.

Paracadap=1,2,--- ,P;j=1,2,--- ,k, y para cada (¢,, ¢p;) da-
do,

las observaciones condicionales: X, 1|0y, ¢pi; Xpi2|Op, Ppjs - - -

Xpjt,; |Pp, @pj son independientes.

Todos los pares de variables (¢,,¢p;), con p = 1,2,--- Py
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j=1,2,--- k, son idénticamente distribuidos.
» Para todo p, j, v s:
a) E[Xpjs|¢p, Ops] = 1(dp, dps).
b) Var[Xpjsldp, byl = 5+ 0(¢p, Ips)-

Se puede observar que (@, ¢p;i) ¥ 0% (¢p, ¢p;) no dependen de

los subindices p, s, y J.

Al igual que en el Modelo de Biilhmann-Straub, en este modelo
las observaciones son homogéneas en el tiempo, pero la varianza

depende del periodo de estudio, por medio de pesos naturales.

Finalmente se define el valor esperado para todos los elementos

de la subcartera p en el tiempo como:

p(gp) = E[ﬂ(ﬁbp) ¢p)|¢p] = E[ijs|¢p]-

C. Notacién previa [23]:

Para la obtencién de los estimadores de credibilidad lineales para las
primas de pélizas p(pp, ¢pj) v subcarteras, p(¢,), se definen previamente

los siguientes parametros:

= Valor esperado de las tarifas de las pdélizas de la subcartera p, con

p=12.-- PF:

my = w(dp) = Elp(dp, ¢pj)ldp] = E[Xpjs| 0.
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Esperanza conjunta para la cartera total:

m = Elu(ép)] = Elp(dp, ¢pj)] = ElXp;s]-

Heterogeneidad esperada en el tiempo para la experiencia en recla-

maciones:

5% = E[U2(¢pv¢pj)]-
Grado de variabilidad esperado dentro de las subcarteras:

a = E[V@T[M(¢pa ¢pj)|¢p”-

Heterogeneidad entres las distintas subcarteras:

b= Var{u(ep)]-

kyp

kp lpj
Wp. = E :ij- = E :E :ijS'
i=1

j=1 s=1

Zp;: Factor de credibilidad a nivel de contratos, con p =1,2,--- | P
Y.]: ]-727"' aKp
a - ij.

7, = 2 Wi
52+a~ij.

p.

Zy: Factor de credibilidad a nivel de subcarpetas, conp =1,2,--- | P

b- 7,
Zp = ﬁ con, Zp‘ = Z ij.
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~+

24
X . o= Wpjs ijs
pjw = ‘ :
Py

s=1 w
Ky
X, — Zpj 'Zijw
j=1 ”
Z,- X &
_ p < pzw _
Xow = ; — con, Z. = ; L.

Hay que senalar que las medias utilizadas como ponderaciones nat-
urales en el calculo, tanto de subcarteras como cartera, seran los

factores de credibilidad acumulados en lugar de los pesos naturales

ijs-

Ahora bien, con base en las hipdtesis del modelo se obtienen las

siguientes covarianzas:

Cov[p(@p, Ppj), Xgis) = pg(6ij - a +b).

COU[N(Cbp)v quw] = 0pq - b.

555’ : 52
Cov[Xpjs, Xpjs'] = +a+b.

Wpjs
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653’ : SZ

Wpjs

COU[ijS,ij/s] = 5jj/ . [ —+ G:| —+ b.

Cov[ Xy, Xgjrsr] =0 p#q.

a
COU[ij57ij/w] = COU[ijw’ ij’w] =) —+ 5]]/ . Z_
pJ
b a
COU[ijw’ szw] = COU[szw’ szw] =—=b + —.
Z, Z,

b

COU[XPZUMXZZU)] - COU[Xzzw; Xzzw] — 7

D. Prima de riesgo individual.

Como este es un modelo jerarquico, para determinar los estimadores de
credibilidad se analiza una péliza concreta p; y se aplica el procedimiento

de minimos cuadrados dentro de la clase restringida de primas lineales.

Para iniciar el analisis de un sistema jerarquico a dos niveles, se considera
la péliza p; como parte de una subcartera p, de manera que para obtener
el estimador de credibilidad para (¢, ¢,;), restringiendo su pertenencia
a la subcartera de la cual forma parte, lo cual se logra resolviendo la

siguiente ecuacion:



2.2. MODELOS DE CREDIBILIDAD 83

kp  tpi

min £ [ (¢p7 ¢p] Z Z Cpis pZS ‘¢p (280)

i=1 s=1

Aplicando el modelo de Biilhmann-Straub, pero restringido a la sub-

cartera p se obtiene:

N*(pr? ¢pj) = ij 'ijw + [1 - ij] ’ E[N((bpv ¢p)’¢p]
= Zpj - Xpjuw + [1- ij] - p(Pp) (2.81)

Los componentes de (2.81) se encuentran en la seccién C.

Para obtener el estimador ajustado de credibilidad lineal, para pu(¢,)
se utiliza toda la informacién relativa a las demds subcarteras, pues la
subcartera seleccionada para el estudio pertenece a una catera dada. Por

lo que para resolver el problema debemos encontrar:

min £ | [1(¢,) — co — cqjs - Xyjs)? (2.82)
qg=1 j=1 s=1

Derivando parcialmente repecto a ¢y e igualando a cero, se tiene:

Z Cqjs * B[ Xqjs] (2.83)

7]8

=m — E Cqjs = M.

4,J,8



84

CAPITULO 2. MARCO TEORICO.

Sustituyendo la ecuacién (2.83) en (2.82) se llega a:

min F
Cq 7j75

[1(dp) — Elu(op)] + Z Cqjs B[ Xgjs] Z Cqjs * Xgjs 2] (2.84)

qjs qjs

derivando parcialmente respecto a ¢y € igualando a cero, obtenemos:

1(¢p) — Z Cqjs * (Xgjs — [quS])] : Xq/j’S’] =0

qjs

es decir,

Elu(¢p) — E[pu(op)]]] - Xgjrs Z Cqjs - Xgjs — E[Xqjs]] - Xyl

qjs

(2.85)

Aplicando la relacién de covarianza [20] se obtiene:

Cov[u(gy), Xgjs] = Z Cqjs + Cov[Xgjs, Xgjrs]

qjs
SQ
entonces, Opy - b = Z Cgjs * Ogq’ * [577' ' {553' : + a} + b] (2.86)
qjs qjs
con, ¢’ =12, Py j =12 Ky =12ty

Si en el sistema (2.86), con tantas ecuaciones como incognitas, cg;s, se
estudia el caso p # ¢ resulta:

SQ
0= Zcqas " Oqq' [ i3’ {533' o + a} + b} (2.87)

qjs ajs
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COH,q/:{l,Q,"',P}—{p}; j/:1727"'7Kq’; 8/:1727"'7tq’j"

Por tratarse (2.87) de un sistema de ecuaciones homogéneo y por las
hipétesis de este modelos resulta que todas las ecuaciones son indepen-
dientes, lo cual implica que el rango de la matriz asociada al sistema
sea igual al nimero de incégnitas. Es decir, tiene solucién trivial y se

obtiene que todos los coeficientes ¢,y son iguales a cero para ¢ =

{1727"' ,P}—{p}.

Ahora bien, al estudiar el caso p = ¢ para j/ = 1,2,--- K,;

s'=1,2,--- ,t,; se llega a:

5«2
b= Zcqu'éqp' {53‘3" : {5%' o —}-a} "‘b]
qjs q)s
52
= Zcpjs : |:b+ (5jj/ : |:5ss’ : W + CL:|:| (288)
s qjs

SZ
S St s
js js B

q7

tpj’ 52
- Z Cpjs * b+ Z Cpi's - [553/ : + CL}
js s=1

Wqj's
tpj/ Cp it o/
:Zcpjs'b—FZij/S'a—i—&'SQ. (289)
- Wit !
Js s=1 py's
Despejando la ecuacion anterior, se tiene:
Cor il of
b=cp. -b+a-cy +S% 2= (2.90)

ij/s/
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Esto es un sistema de tantas ecuaciones como incégnitas k, x ,;, con la

caracteristica de que todas la ecuaciones son iguales a la constante b.

Asi, para cada valor de j' = 1,2,--- ,k, se tiene t,; ecuaciones iguales,

ijls/

cuya diferencia radica en el subindice s" de ~— pues s'=1,2,--- t,.

pj’s’

Al verificar el caso j' = j, resulta un sistema de ecuaciones de t,; ecua-

ciones con k, x t,; incégnitas:

(
C.
b:cp..-IH—a-cpj.—i-LSY2~L1
Wpj1
C.
b:cp..~b+a-cpj.+52~ﬁ
Wrj2 (2.91)
C ..
b=cp -b+a-cy +5° 2L
\ wp]]

Tomando dos ecuaciones cualesquiera, para s y s’ resulta que al tener el

mismo término independiente se verifica que:

Cpis Cpis’
Cp bt a-cy +5* L =c, bta-c, + 57 2
ijs ijsl

. Cpis Cpis!
es decir, 2% = P2 (2.92)
Wpjs  Wpjs'

Es decir, los coeficientes ¢,;s son proporcionales a las ponderaciones nat-

urales wy;s, para cada valor fijo de j.
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Con esta relacién de proporcionalidad, el sistema de ecuaciones (2.90)
se reduce a un sistema de k, ecuaciones con k, incégnitas, estas ultimas
redefinidas como: cp, ¢pa,..., Cpr,- Mismo que se logra al sustituir (2.92) en

(2.91), obteniendo:

Cpi’ Cpi’ Cpit * Wyit
py’s __ “pj . _ P Y
LE - = cprs = T2 (2.93)

Wpj's Wy Wy

Al utilizar (2.93) en (2.91) queda reducido a una solo ecuacion y si ademés

en ella se sustituye c,;s por su valor, se obtiene:

Cpit
b=b-c, +a-cy + 5% 2
Wpj'.

SZ
:b~c.—|—{a+ 1~c‘/
P ij/' PJ

Cpit
=b-cp a2 (2.94)
’ Zpjr

. . , . C, ./
Este sistema es simétrico respecto a 7, bor lo tanto
rj

% = R = CONSTANTE para j' = 1,2, , k, (2.95)
pj’

Esta constante que se puede determinar al despejar:
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kp
b=b-c,+a-R=a-R+b-R-> Z,
Jj'=1
=R-(a+b-2Z,)
b
luego, R = m (296)

Sustituyendo este resultado en (2.95), para j' =1,2,--- , k, se tiene:

b Zyy Ly b2,

cov =R -7 .= = : 297
P Poa+b-Z,  Z, a+b-2Z, (297)
Al definir una nueva variable Z, como:
b-Z,
Z,=—F2> 2.98
p a -+ b- Zp- ( )
se transforma (2.97) en:
L
Cojr = Zp+ (2.99)
b

Con esto, se han determinado los valores de los coeficientes c;s, para la

obtencién de ¢y se hace por definicién, con la férmula (2.83), obteniendo:
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kp

2%
Co =M — E qus'm:m— E E ijs'm

q,7,8 7j=1 s=1
con los resultados de (2.93) y (2.99)

kP kp
:m—g cpj-m:m—g Ly -
j=1 j'=1

A

s/
pi'
Ly

k
prj’
=m— Ly -m:- ——=m—Z,-m
p VA p
j/_l p-

entonces, ¢ = [1 — Z,] - m. (2.100)

Ademas, como todos los coeficientes ¢,js = 0 para ¢ = {1,2,--- , P} —{p}

y V7, s, se obtiene como estimador ajustado de credibilidad para la

subcartera p:

P kp tgj
(¢p) = co + Z Z Z Cqjs * Xgjs
g=1 j=1 s=1
kp  tq;
=co+ Z Z Cpjs - Xpjs(sustituyendo (2.93))
j=1 s=1

kp
=co+ Z Cpj - Xpjw usando (2.97) y (2.100)
j=1

k
Zoi Xopiw
:[1—Zp]-m+Zp-§:%,
j=1 P

entonces, @ =[1-2Z,)] - m+2Z, Xpu, (2.101)

con todos sus factores explicados en la seccién B.
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Para la obtencion del estimador ajustado de credibilidad para la prima
de riesgo individual p;, se utiliza el estimador para (¢,) en la ecuacién

(2.81) y el resultado es:

o —

1(Pps ps) = Zpj + Xpjw + [1 = Zps] - [L = Zp] - m + 2+ Xy

a-m+b-2Z, X, .0
:ij'ijw+[1_ij]'[ a—i—b-pZ .
»

Despejando X,,.,, se obtiene:

kp
Zp - Xpw = ZZP' + Xpjuw-

j=1
Convirtiendo el estimador en:

—— CL'm—i‘b'zl?ilij'szw
1Py bps) = Zpj - Xpjuw + [1 = Zpj] - a+ b] Zy.

(2.102)

Ahora es necesario verificar que p(¢,, ¢,;) es el estimador de credibl-
idad lineal ajustado a la experiencia individual con las siguientes

condiciones:

—

a) E[H(%) ?bpj)] = E[N(@)): prj)]:

Por definicién: E[u(¢y, dp;)] = E[Xy;s] = Elu(e,)] = m.
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Pero también se tiene:

E[N(pr)a (bm'] = Zp; - E[ij ]
a'm+b-2§ilij'E[ij ]

=2 a+b-Z
b

por definicion se conoce:

t tpj
PJ W . E[X ‘S] m PI
E[ijw]zz pJ o pJ = . ‘prjs:m'
pJ-

s=1

Por lo tanto se obtiene:

— a-m+b-m-Z,
Elu(¢p, pj)] = Zpj - m + [1 = Zp;] - a+b-Zp- ’

= Zpj-m+ 1= Zy]-m

= m.

—

b) Covlu(dp, dpj), Xpzw] = Cov[1(p, dpj)s Xpzuwl:

Para esto, utilice:
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kp tpj
Zp; Wpjs

OOU[M(¢F7 ¢pj)7szw] = OO'U H’(¢p7 qbpj)a Z Z_ . Z W : ijs
j=1 P2 — py-
por defincion se obtiene:
& Zp; e Wpjs > Zpj > Wpjs
Cov[i(dp; Ppj)s Xpsw| = ZZ_ : Zw_ 'b—i‘zz— : Zw— “a
j=1 7P =1 Pr j=1 7P s=1 PF
7.
=b+ 2. q.
Z.
Por otro lado se tiene que:
Cov[ﬁ<¢p’ ¢pj)u szw] = ij : COU[ijw7 szw]
kp
1-2,- b- Zj:l Zpj + Cov[Xpjuw, Xpzuw]
> a+b-Z,
2 Ep
_ @.bJr[l_Z ]M
7, b a+b-Z,
b2
7 Z_p . Zp.
=, VAT
P P
Zp; b b-Z,
Zy [ vi) Z, a+b-2,
7.
= Z—’Z-b+[1—ij]-b
7 .
— a - ﬂ _|_ b
Zp

Asi se obtiene el resultado buscado:

—

7.
Cov[pi(p, Ppi), Xpzw] = Cov[p(dp, dp;), Xpsw] = a - % Iy

p
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E. Variables estructurales:
Se proponen como estimadores insesgados en [23], los siguientes:

» m = Ny = X..,: Esperanza conjunta de la cartera total.

P
~ Zp ' szw
m= Z A ’

p=1
. 52 Heterogeneidad esperada de la experiencia de reclamos en el
tiempo.
52— 2020 2 Wyjs  [Xpjs — Xpjul?
P i
szl Zj:f(tpj - 1)

con t,; > 2.

: Heterogeneidad esperada dentro de las subcarteras.

kp
Z§=1 Zj:l ij ) [ij B szw]2
>y (kp = 1)

[ ]
)

a= con k, > 2.

- b Heterogeneidad entre las distintas subcarteras.

25:1 Zp : [szw - Xzzw]2

b=
P—-1

En realidad a es un pseudo-estimador, es decir, depende de a mediante
los valores de Z,; y X, por tanto para su determinacion se requiere de

un proceso iterativo.
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CAPITULO 3

Marco Metodologico

La presente investigacién parte del enfoque cuantitativo y béasicamente se
basa en una investigacion no experimental. “La investigacion no experimental
es una indagacion empirica y sistemdtica en la cual el cientifico no tiene un
control directo sobre las variables independientes porque sus manifestaciones
ya han ocurrido o porque son inherentemente no manipulables. Las inferen-
ctas acerca de las relaciones entre variables se hacen, sin una intervencion
directa a partir de la variacion concomitante de las variables dependientes e

independientes” [27].

Dentro de este tipo de investigacion se utilizara la Investigacién Correla-

95
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cional, la cual busca medir el grado de relacién entre dos o mas variables,
con el fin de estudiar si estan corelacionadas. Se estudia el comportamiento
de una variable respecto a la otra, a través de los estudios estadisticos, que

en nuestro caso sera la Teoria de Credibilidad.

El interés primordial es determinar bajo cual relaciéon convexa entre los datos
estadisticos propios de cada riesgo y los colectivos, se lograra la obtenciéon
de una prima de riesgo idénea para los grupos que conforman el colectivo,
conociendo el comportamiento de una u otras variables relacionadas, que en

nuestro caso seran las tarifas empiricas y montos expuestos.

Para alcanzar los objetivos propuestos se genera el presente documento con
literatura que va mas alla de la descripcion de los conceptos, y el establec-
imiento de relaciones posibles entre los conceptos y variables de estudio. Este
documento respondera a las causas de los eventos, centrando el interés de ex-
plicar por qué ocurren cada una de las situaciones y en qué condiciones se

dan éstas.

Para finalmente, determinar las tarifas de riesgo que mejor se ajusten a la

experiencia de los Riesgos Laborales.

3.1. Diseno de la investigacion

El estudio propuesto se adecué a los propositos de la investigacion no exper-
imental. En funcion de los objetivos definidos en el presente estudio, donde

se aplican diferentes modelos de credibilidad a datos de Riesgos del Trabajo,
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con el objetivo de incorporar la informacion del riesgo individual como del

colectivo a las tarifaciones.

3.2. Unidad de analisis

Para el desarrollo de esta investigacion se cuenta con una muestra de las ac-
tividades de riesgo del Seguro de Riesgos del Trabajo, referente a los reclamos

pagados en un periodo de 5 anos y los montos expuestos al riesgo cubierto.

En funcion de la clatisula de confidencialidad de los datos del INS, se toma
una muestra de 20 grupos de riesgo, los cuales no corresponden a ninguin

orden particular, ni identificacién propia.

Para que la muestra sea representativa y cubra las caracteristicas totales de la
poblacion estudiada, se utilizé el muestreo intencional, que a su vez pertenece
al muestreo no probabilistico, donde la seleccién de los elementos se realiza
con base en criterios o juicios del investigador. Esto con el fin de tener una
muestra representativa para todos los niveles de riesgo de la cartera total en

el seguro.

Para nuestro caso particular se observaron las tarifas experimentales de la
cartera completa, durante un periodo de cinco anos y se seleccionaron varias
actividades de riesgo dentro de los posibles grupos con caracteristicas ho-
mogéneas en la cartera y que contaran con la informacion completa en las

estadisticas requeridas.
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De esta manera resulté un grupo de 20 riesgos, que es la muestra que para
esta investigacion se utilizo en el desarrollo de los modelos contemplados para

tal fin.

3.3. Limitaciones del proyecto

= El alcance de esta investigacion es limitado, dado que se realiza sobre
una muestra de informacion, a fin de cumplir con la clausula de confi-
dencialidad solicitada por la empresa interesa, sin embargo la aplicacion

a la totalidad de la poblacion en el seguro estudiado es posible.

= La implementacién de tan solo cuatro modelos de credibilidad es un
punto a mejorar, por cuanto se cuenta con material didactico que per-
mitiria el analisis de otros modelos, sin embargo la limitante del tiempo

necesario para su implementacién no permitié incluirlos.

3.4. Métodos de recoleccion de informaciéon

= El material didactico para la elaboracion del marco tedrico y el susten-
to bibliografico de este trabajo se logré recolectar mediante consultas
a libros relacionados con los diferentes temas expuestos, consultas en

internet y revistas especializadas en la materia analizada.

» La informacion referente a reclamos y sumas aseguradas, indispensable



3.4. METODOS DE RECOLECCION DE INFORMACION 99

para la aplicacion de los modelos aqui evaluados, fue proporcionada
por el Instituto Nacional de Seguros. Con la misma se realizaron com-
paraciones entre periodos para determinar su razonabilidad y se deter-
minaron los grupos que presentaron comportamientos logicos segin el

riesgo representado.

Para la elaboraciéon del documento escrito se requirié el uso de una
computadora, el texto se generd con el software denominado y para las
aplicaciones se utilizo la programaciéon de la investigadora mediante el

lenguaje de Visual Basic para Excel(©).
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CAPITULO 4

Aplicaciones

4.1. Planteamiento del Problema

Los modelos de Teoria de Credibilidad que hemos explicado ampliamente
en este proyecto seran implementados sobre una muestra de actividades de

riesgo del Seguro de Riesgos del Trabajo.

Por tanto, los conceptos nombrados en el marco tedrico como podliza, se uti-
lizaran en las aplicaciones a desarrollar en este capitulo como actividades o

grupos de riesgos del Seguro de Riesgos del Trabajo.

101
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Para la aplicacién se usan los montos de reclamos pagados en los ultimos
cinco anos, asi como los montos respectivos de exposicion al riesgo en dicho

periodo, para 20 grupos de riesgo.

Cada grupo de riesgo analizado cuenta con su propia experiencia en reclamos,
con lo cual se estimaran las tarifas de riesgo individual para el ano t+ 1. Para
esta estimacién, y bajo el enfoque de la Teoria de Credibilidad consideramos

las siguientes circunstancias:

I. Considerar que cada grupo de riesgo se diferencia de las demas por un

unico parametro de riesgo.

11. Considerar que la muestra de estudio esta determinada por r paramet-
ros de riesgo, uno para cada nivel en que se haya organizado el estudio
de nuestra cartera. Por ejemplo, se considera que ademas de los grupos
de riesgo,se podran agrupar las actividades en k, grandes grupos, con
p=1,2--- P, que determinarian un nivel de agrupaciéon como podria
ser los riesgos con baja, media o alta siniestralidad. Es decir, cada uno
de estas subcarteras se caracteriza por un parametro de riesgo que ex-
plicaria las diferencias entre ellas, pero a su vez, cada grupo de riesgo
individual tendra caracteristicas propias que lo diferencia de las demas

actividades del mismo subgrupo.

Para el primer escenario expuesto se aplican los dos modelos denominados
clasicos y el modelo de regresion de Hachemeister, mientras que el segundo

escenario es ideal para aplicar el modelo jerarquico de Jewell.

Para la aplicacion correcta de los modelos, se aclaran algunos elementos im-
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portantes en el desarrollo de los mismos.

= La cartera estudiada estd compuesta por poélizas agrupadas en grupos

de riesgo, que a su vez se pueden clasificar en P subcarteras.

= La variable aleatoria X, que en la teorfa se denominé experiencia en
reclamos, en las aplicaciones se referiran a las tarifas empiricas del ries-
go j-ésimo en el ano s—ésimo, con j = 1,2,--- ky s = 1,2,--- ;.
Ademas, en el escenario donde consideramos la cartera dividida en P

subcarteras, esta variable se representara con tres subindices, es decir,

X,js, siendo la tarifa empirica bajo el riesgo j-ésimo, perteneciente a la
subcartera p-ésimo, en el ano s—ésimo, con p = 1,2,---,P,

j:]-72a"'7kpyS:1’27"'7tpj'

= Finalmente los pesos naturales, requeridos para aplicar algunos de los
modelos de credibilidad expuestos, seran el monto del capital total ex-
puesto para cada riesgo en estudio, que en nuestro caso particular cor-
responde a las sumas aseguradas en cada actividad econdmica de la

muestra.

Sobre las hipdtesis de estos modelos, se debe suponer la independencia entre
las P subcarteras y entre los riesgos, ademas dentro de una misma subcartera
en el tiempo, asi como el hecho que los parametros de riesgo son idénticamente

distribuidos.
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4.2. Aplicacién de los modelos de Credibili-
dad

4.2.1. Caracteristicas de la cartera de estudio

Para la aplicacion de los modelos de credibilidad expuestos en este proyecto,
se consideran 20 grupos de riesgo o actividades de Riesgos del Trabajo, y se
utiliza para el andlsis la experiencia invidual de cada grupo, en un periodo
de cinco anos (t; =t = 5), asi como la informacién concerniente a las sumas
expuestas para cada riesgo en el mismo periodo de estudio. Con esto, se
obtiene la informacién referente a las variables X, y wj,, con j =1,2,---,20

ys=12---,5.

Con el fin de poder estimar el monto de prima de riesgo a cobrar por cada
riesgo en el sexto ano, se consideran las tarifas empiricas para cada riesgo,

en cada ano de estudio. Estos datos se observan en el Cuadro 4.2.

Mientras que los respectivos pesos, w;,, dados en miles de millones de colones,

se observan en el Cuadro 4.1.

4.2.2. Implementacion de los modelos

El objetivo de esta aplicacion es poder determinar la prima de riesgo corre-
spondiente al sexto ano, para cada uno de los riesgos o actividades econémicas

en estudio. Para ello se implementaran los cuatro modelos analizados y se
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Cuadro 4.1: Pesos naturales por riesgo y ano de estudio.

j|s=1 s=2 s=3 s=4 s=5
1| 193 205 230 244 246
2 59 57 45 54 49
3 29 31 30 30 22
4 197 211 215 220 230
5 21 21 22 24 23
6 13 14 15 15 16
7 49 52 54 54 56
8 4 5 4 4 5
9 126 147 112 108 108
10 58 60 62 63 67
11 8 8 8 7 7
12 13 15 15 15 15
13 14 15 15 16 17
14 26 30 30 31 34
15| 122 123 121 123 117
16 7 10 11 10 7
17 2 2 2 2 2
18 5 5 4 4 4
19 2 2 2 2 2
20 1 1 1 1 1
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Cuadro 4.2: Tarifas empiricas de la muestra.

jls=1 s=2 s=3 s=4 s=25
1 | 0,003 0,004 0,002 0,002 0,002
2 | 0,002 0,002 0,003 0,002 0,002
3 | 0,007 0,006 0,006 0,004 0,006
4 | 0,007 0,007 0,006 0,006 0,006
5 | 0,008 0,007 0,008 0,006 0,006
6 | 0,014 0,006 0,006 0,006 0,006
7 | 0,008 0,009 0,000 0,008 0,008
8 | 0,009 0,008 0,000 0,012 0,009
9 | 0,000 0,009 0,011 0,010 0,008
10 | 0,012 0,011 0,010 0,010 0,007
11 | 0,018 0,010 0,008 0,009 0,008
12| 0,012 0,013 0,011 0,010 0,007
13 | 0,015 0,020 0,019 0,017 0,012
14 | 0,023 0,018 0,020 0,019 0,014
15| 0,020 0,019 0,018 0,019 0,017
16 | 0,021 0,019 0,020 0,019 0,024
171 0,029 0,025 0,019 0,021 0,022
18 | 0,027 0,023 0,021 0,026 0,020
19| 0,031 0,027 0,023 0,031 0,023
20| 0,042 0,038 0,026 0,032 0,039




4.2. APLICACION DE LOS MODELOS DE CREDIBILIDAD 107

determinara con cual de ellos se obtiene una tarifa de riesgo que se adectie al
comportamiento de siniestralidad propio y logre estimar una tarifa suficente

para reclamos futuros.

Como primer escenario se considera que cada grupo de estudio tiene asociado
un dnico riesgo, que precisamente lo caracteriza y a su vez lo diferencia de
los demés grupos que integran la cartera de estudio. Ademads se asume la
existencia de independencia entre los grupos y dentro de un mismo grupo en el

tiempo, asi como que los parametros de riesgo son idénticamente distribuidos.

Bajo estas hipotesis y las que se asuman respecto a la matriz de covarianzas,
se aplicara un modelo credibilistico u otro, entre los primeros tres expuestos,
es decir, el modelo de Biihlmann, Biithlmann-Straub y el modelo de Regresién

de Hachemeister.

Por otra parte, un segundo escenario para el calculo de las tarifas de ries-
go individuales consiste en clasificar las observaciones en P subcarteras, por
ejemplo con base en la siniestralidad presentada. Con este enfoque, cada
grupo de estudio tendria asociado dos parametros de riesgo, uno que lo car-
acteriza como riesgo individual y otro que los agrupa en niveles de siniestrali-
dad, es decir, en conjuntos de observaciones que presentan alta, media o baja

siniestralidad. Para este tipo de andlisis se utilizara el Modelo de Jewell.

Los resultados numeéricos en la aplicacién de los cuatro modelos de credibil-
idad expuestos, se han obtenido mediante funciones programadas en Visual

Basic para Excel.
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4.2.2.1. Aplicacion del Modelo de Bithlmann

Mientras se mantengan las hipdtesis de los modelos en los periodos sigu-
ientes, y segin el planteamiento de Biihlmann, la mejor aproximacién lineal
para E[X;,11]|X;1, Xj2, -+, Xji] coincidird con la mejor aproximacién lineal

obtenida para la prima de riesgo individual, E[u(¢;)| X1, Xjo, -+, Xjel-

De esta manera, aplicando la funciéon que se ha programado para dicho mod-
elo, solo se necesitan las observaciones de la muestra, indicadas en el Cuadro
4.2, de este capitulo, ya que el modelo de Biithlmann no utiliza los pesos

naturales en sus estimaciones.

Los estimadores de credibilidad y variables estructurales que obtenemos de

la aplicacién de este modelo son los que se detallan en el Cuadro 4.5.

Para este modelo obtenemos las variables estructurales:

7Z=0,979380935

m=0,013675208

S$2=0,000008172

a=0,000077636

Como se observa, el factor de credibilidad, Z, en este modelo es alto, y tnico

para toda la cartera.

Entre las propiedades que este factor presenta esta el que tiende a 1 en-

tre mayor sea la cantidad de periodos observados, y aunque en este caso
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Cuadro 4.3: Estimadores de Credibilidad. Modelo Buhlmann

Grupo | Estimador Estimador
riesgo | Individual Credibilidad
1 0,00235 0,00259
2 0,00251 0,00274
3 0,00567 0,00584
4 0,00644 0,00659
5 0,00695 0,00709
6 0,00772 0,00784
7 0,00816 0,00827
8 0,00922 0,00931
9 0,00937 0,00946
10 0,00989 0,00997
11 0,01049 0,01056
12 0,01059 0,01066
13 0,01670 0,01664
14 0,01877 0,01866
15 0,01870 0,01859
16 0,02061 0,02047
17 0,02327 0,02307
18 0,02352 0,02332
19 0,02708 0,02680
20 0,03550 0,03505
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particular no es la razén del resultado, pues solo se tienen 5 periodos de ob-
servacion, si se puede determinar que dicho resultado es consistente, al darle
mayor importancia al estimador individual que al colectivo, pues la disper-
sién presentada entre las primas de riesgo individuales (@) es superior a la

existente entre los reclamos en el tiempo para toda la cartera (52).

Con estos resultados en las variables estructurales, es logico obtener esti-
madores ajustados de credibilidad con valores muy cercanos a sus estimadores
individuales, ligeramente superiores, excepto para los tltimos grupos de es-
tudio. Esto se debe a que la hipdtesis del modelo sobre heterogeneidad en la
cartera no se cumple; como se constata observando la dispersion entre las 20

polizas, donde el riesgo nimero 20 es 15 veces el riesgo ntimero 1.

No obstante, debido a que colectivamente los datos son abundantes, se ob-
tiene un alto nivel de credibilidad, Z = 97,5 %, la cual se aplica en promedio

a las 20 pélizas.

Notese que en este modelo siempre se tiene, para cada contrato, la misma

estimacion para todos los anos futuros.

4.2.2.2. Aplicacion del Modelo de Bithlmann-Straub

Como se ha comentado, el modelo de Biihlmann considera que todos los
riesgos tienen igual importancia dentro de la cartera, aunque no sea asi en la
practica. Para este caso particular de estudio, este supuesto es insostenible
y en aras de corregirlo, se considera a partir de este modelo la incorporacion

de pesos o ponderaciones naturales, mostradas en el Cuadro 4.2.
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Pese a esta incorporacion, se mantienen invariante las hipdtesis consideradas
en el modelo anterior, es decir, la independencia dentro y entre los grupos de
riesgo, v que las observaciones esperadas son homogéneas en el tiempo; pero
incluyendo, que la varianza deja de ser constante para depender del periodo

considerado por medio de los pesos.

Al igual que como en el modelo anterior, este modelo también utiliza para
cada contrato estimadores futuros que no dependen del tiempo y son con-

stantes.

Para la aplicacion programada en Visual Basic respecto a este modelo, se
utilizan una vez mas los datos mostrados en el Cuadro 4.2 y se necesitan,

ahora si, los detallados en el Cuadro 4.1.

Para este modelo, las variables estructurales son:

= Z=18,70870
= m=0,01297
. 52=208.727

a=0.000037524

Como se ha enfatizado en el marco tedrico, en este modelo el factor de cred-
ibilidad no es unico para toda la cartera, mas bien existe un factor para
cada grupo en estudio y mediante los cuales se pueden notar los siguientes

comportamientos:

= Los primeros 12 grupos de riesgo, presentan no solo un alto factor de
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Cuadro 4.4: Estimadores de Credibilidad. Modelo Biihlmann-Straub.

Grupo | Estimador Estimador Factor
riesgo | Individual Credibilidad Credibilidad
1 0,00230 0,00232 0,99763
2 0,00248 0,00259 0,99003
3 0,00565 0,00579 0,98164
4 0,00641 0,00643 0,99753
5 0,00692 0,00706 0,97665
6 0,00756 0,00775 0,96431
7 0,00815 0,00820 0,99011
8 0,00920 0,00960 0,89292
9 0,00933 0,00934 0,99561
10 0,00981 0,00983 0,99149
11 0,01052 0,01068 0,93525
12 0,01052 0,01061 0,96488
13 0,01658 0,01646 0,96661
14 0,01855 0,01845 0,98259
15 0,01872 0,01869 0,99564
16 0,02033 0,01992 0,94365
17 0,02334 0,02128 0,80114
18 0,02364 0,02252 0,89516
19 0,02688 0,02399 0,79253
20 0,03581 0,02789 0,65333
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credibilidad, entre 0.89 y 0.99, con lo que estariamos dando mayor peso
a la experiencia individual ante la colectiva, sino que ademas los esti-
madores ajustados por credibilidad son muy cercanos a los estimadores

individuales, y ligeramente superiores.

= Por su parte los grupo de riesgo entre 13° y 16° posicién, si bien pre-
sentan un alto valor en sus factores de crediblidad, con lo que se le
d& mayor peso a la experiencia individual, los estimadores por credi-
bilidad son similares a los estimadores individuales, pero ligeramente

inferiores a los anteriores.

» Finalmente, los 1iltimos cuatro grupos de riesgo presentan un compor-
tamiento mas alejado de los anteriores, pues ademas de tener factores
de credibilidad inferiores a 0.89, la diferencia entre los estimadores in-
dividuales y los ajustados por credibilidad se hace mas notoria, siendo

estos 1ltimos por mucho inferiores a los individuales.

= El modelo de Biihlmann da el mismo peso o importancia a todas la
pélizas (pesos=1), mientras que Bithlmann-Straub si toma en cuenta
la importancia de cada pdliza, por ejemplo se puede observar como las
polizas 1, 4, 9 y 15 son las mas importantes al contar con mayor par-
ticipacion, y como puede notarse los factores de credibilidad asignados

por el modelo Bithlmann-Straub a estas pdlizas son superiores a 99,5 %.

Con las observaciones presentadas se percibe que el asumir que cada grupo
de estudio esta representado por un unico parametro de riesgo no es quizas

la situacion real de la cartera. Por lo tanto, la aplicacién de este modelo para
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obtener las tarifas, no sea tal vez la decisién idénea.

Sin embargo, se aprecia la mejora en los estimadores, en comparaicén con
el modelo de Biithlmann, ya que en Bithlmann-Straub, por ejemplo, la péliza
20, al ser poco significativa no le otorga suficiente credibilidad, siendo la
mas baja, con un 65 %, que a su vez ejemplifica la heterogeneidad de este
grupo con la cartera general, es decir presenta una alta varianza respecto a

la cartera.

4.2.2.3. Aplicacion del Modelo de Regresiéon de Hachemeister

Los modelos anteriores suponen que las observaciones esperadas son ho-
mogéneas en el tiempo, es decir las observaciones no presentan cambios sig-
nificativos segun el periodo de estudio, por tanto ninguno de esos modelos
permite analizar o detectar tendencias, efectos de inflacion o variacién en la

siniestralidad.

Para lograr esto, el modelo de Hachemeister remueve el supuesto de homo-
geneidad en el tiempo, permitiendo asi tendencias en el comportamiento de

los riesgos al transcurrir el tiempo.

Para profundizar en este estudio se mostraran los graficos de tendencia
histérica de los datos presentados en el Cuadro 4.2, mediante la cual parece
indicar a simple vista que las observaciones por riesgo y ano presentan una
tendencia de tipo lineal, por lo que aplicaremos el Modelo de Hachemeister

para el caso particular de n = 2.
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Figura 4.2: Tarifas Empiricas - Grupos 11-20.

Para reemplazar la hipdtesis de homogeneidad en el tiempo por una de tipo
lineal (n = 2) y como los periodos observados para todos los riesgos son el
mismo, es decir t; = ¢t = 5, se tiene que todas la matrices Y; van a tener
la misma dimension, siendo por definicion, la matriz Y como se muestra de

seguido.
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El objetivo es estimar la tarifa del siguiente periodo, es decir para s = 6
y siendo un modelo lineal, lo que en realidad se requiere es el término de

interseccion de la recta lineal estimada.

Por otro lado, para calcular las matries v;, se asume que no existe correlacion
entre las tarifas para cada grupo de estudio, por tanto se tienen matrices

diagonales de dimensién (5,5), definidas asi:

donde w;s son los pesos naturales mostrados en el Cuadro 4.1.

Los resultados de los estimadores por credibilidad para los 20 grupos de
riesgo de la cartera y bajo las hipotesis expuestas, se obtienen mediante la
aplicacion creada para dicho fin en Visual Basic para excell, obteniendo los

resultados del Cuadro 4.5
Como variables estructurales de este modelo se obtuvieron:
s Estimador Colectivo

Prima Colectiva (m): 0.011187
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Pendiente: -0.000790
= Varianza esperada: 171.720

Como se observa en la representacion grafica de las tarifas de riesgo proyec-
tadas para el ano 6 (Figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6), este modelo calcula una
tarifa similar tanto para sus estimadores individuales (H-Exp en la gréfica del
riesgo respectivo) como los ajustados por credibilidad (H-Cred en la grafica
del riesgo respectivo), a la vez que permite captar la tendencia que presentan

los datos e incorporarla en la estimaciéon a posteriori.

La mayor diferencia entre estimadores individuales y de credibilidad se puede
observar en los grupos 8,16 y 20,los cuales evidentemente no presentan una

tendencia lineal.
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Figura 4.3: Estimadores Individuales y de Credibilidad - Hachemeister-1.

Estos hechos muestran que entre los modelos aplicados al momento, este es

el que se ajusta mejor a la experiencia de siniestralidad de los Riesgos del
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Cuadro 4.5: Estimadores de Credibilidad. Modelo de Hachemeister.

Grupo Variable Estimador Estimador Matrices
estudio de prediccién Individual Credibilidad de Credibilidad
1 Interseccién 0,00127 0,00130 1,008389 0,234248
Pendiente -0,00036 -0,00035 -0,002953 0,922473
2 Interseccién 0,00242 0,00230 1,026062 0,730651
Pendiente -0,00002 -0,00007 -0,010121 0,738690
3 Interseccién 0,00392 0,00419 1,042230 1,198353
Pendiente -0,00056 -0,00049 -0,016635 0,570164
4 Interseccién 0,00514 0,00515 1,008450 0,235151
Pendiente -0,00043 -0,00043 -0,003044 0,920518
5 Interseccién 0,00546 0,00558 1,047788 1,391416
Pendiente -0,00050 -0,00047 -0,018175 0,523971
6 Interseccién 0,00301 0,00537 1,058967 1,772403
Pendiente -0,00156 -0,00036 -0,022728 0,400745
7 Interseccién 0,00744 0,00728 1,027636 0,780619
Pendiente -0,00024 -0,00030 -0,010154 0,734665
8 Interseccién 0,01035 0,00829 1,067813 2,516432
Pendiente 0,00039 -0,00033 -0,032837 0,121168
9 Interseccién 0,00912 0,00894 1,013748 0,378477
Pendiente -0,00007 -0,00012 -0,005330 0,863030
10 Interseccién 0,00641 0,00680 1,024482 0,690508
Pendiente -0,00116 -0,00103 -0,008939 0,766254
11 Interseccién 0,00372 0,00731 1,066807 2,151440
Pendiente -0,00223 -0,00059 -0,029327 0,230769
12 Interseccién 0,00649 0,00778 1,059061 1,768097
Pendiente -0,00138 -0,00096 -0,022826 0,399173
13 Interseccién 0,01309 0,01360 1,057208 1,711242
Pendiente -0,00120 -0,00102 -0,021919 0,422235
14 Interseccién 0,01403 0,01466 1,041239 1,189114
Pendiente -0,00156 -0,00134 -0,015113 0,602529
15 Interseccién 0,01707 0,01692 1,013929 0,386682
Pendiente -0,00055 -0,00059 -0,005188 0,865429
16 Interseccién 0,02250 0,01878 1,070504 2,199262
Pendiente 0,00072 -0,00045 -0,029232 0,231792
17 Interseccién 0,01816 0,01918 1,045073 2,660812
Pendiente -0,00170 -0,00118 -0,036236 0,011831
18 Interseccién 0,01990 0,01972 1,064029 2,348332
Pendiente -0,00118 -0,00115 -0,033489 0,119959
19 Interseccién 0,02373 0,02251 1,048000 2,899663
Pendiente -0,00112 -0,00124 -0,035801 0,000639
20 Interseccién 0,02965 0,02807 0,982254 2,476167
Pendiente -0,00190 -0,00159 -0,036721 -0,043248
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Trabajo.

Sin embargo, al analizar detenidamente los factores de credibilidad mediante
los cuales los riesgos individuales participan en el calculo de la tarifa colectiva
de esta cartera, se pueden identificar tres grupos bien diferenciados, y dentro
de cada uno de ellos el comportamiento de las pélizas parece homogéneo. Por
lo tanto se debe considerar un estudio a la cartera donde se pueda dividir la
misma en tres subcarteras, formada la primera de ellas por los dos primeros
grupo de estudio, la segunda por los siguientes 10 grupos y la tercera por los
ultimos 8 grupos, para esta comparacion se aplica el modelo de Jewell, que

precisamente permite este tipo de separacion de carteras.
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4.2.2.4. Aplicacion del Modelo Jerarquico de Jewell

Como se indico con el modelo de Hachemeister, la identificacion de un agru-
pamiento particular entre los riesgos analizados con las técnicas anteriores,
supone que la cartera de estudio debe ser dividida en 3 subgrupos que rep-
resente mejor los riesgos estudiados. Este reagrupamiento, hace suponer que
la hipotesis que se ha asumido desde el incio, de que los grupos de estudio
estan caracterizados por un sélo parametro de riesgo, no refleja la situacion
real de la cartera y que se debe cambiar, pues los 20 riesgos estudiados no

son homogéneos entre si.

Por lo tanto en esta aplicacion se considera que la cartera se encuentra divida
en 3 subcarteras (clasificacién insinuada no sélo en el modelo de Regresion
de Hachemeister, sino también en el de Biihlmann-Straub), de manera que
cada grupo de estudio tiene asociados dos parametros de riesgo, uno a nivel

de cartera y otro a nivel subgrupo.

Para realizar esta aplicacion también se programo en Visual Basic para Excel
las funciones necesarias para los cédlculos y resultados que se muestran mas
adelante. La aplicacién considera que los periodos observados son los mismos
para todos los grupos de estudio y que el nimero de subcarteras puede ser
desde 2, hasta 6, identificando ademas cuales observaciones corresponden a

cada subcartera.

Para su uso requerimos los datos de los cuadros 4.1 y 4.2, que corresponden
a los pesos naturales y las tarifas empiricias respectivamente; para los 20

grupos y un periodo de observacién de 5 anos.



122 CAPITULO 4. APLICACIONES

Por lo tanto, los resultados obtenidos bajo la agrupacion de riesgos represen-
tada por los factores de credibilidad en el modelo de Hachemeister se puede
observa en el Cuadro 4.6 y de forma adicional se gener6 otro escenario que
también clasifica los riesgos en tres grandes grupos, pero en un orden dis-
tinto al identificado con el modelo de Hachemeister, los detalles de este se

presentan en el Cuadro 4.7

Las variables estructurales del Cuadro 4.6 son:

7=2,9173899

m=0,01089934

S2=254.080

a=0,00001130

b=0,00009746

Por su parte las variables estructurales del Cuadro 4.7

7=2,63684338

m=0,01466087

S2=254.080

a=0,00004301

b=0,00004850

El principal logro de esta aplicacion es el constatar que al clasificar esta
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Cuadro 4.6: Estimadores de Credibilidad. Modelo de Jewell - 3 Subcarteras.

Sub Grupo | Estimador Estimador Factor
cartera estudio | Individual Credibilidad Credibilidad
1 1 0,002298 0,002298 0,995605
2 0,002484 0,002482 0,981616
3 0,005654 0,005737 0,966377
2 4 0,006414 0,006421 0,995422
5 0,006923 0,006974 0,957417
6 0,006364 0,006477 0,935590
7 0,008148 0,008148 0,981756
8 0,009199 0,009001 0,817607
9 0,009328 0,009318 0,991859
10 0,009807 0,009780 0,984287
11 0,009014 0,008912 0,885906
12 0,010524 0,010371 0,936595
3 13 0,016576 0,016897 0,939618
14 0,018547 0,018654 0,968093
15 0,018715 0,018741 0,991914
16 0,020331 0,020487 0,900029
17 0,023344 0,022885 0,684125
18 0,023637 0,023325 0,821109
19 0,026878 0,025244 0,672510
20 0,035806 0,028894 0,503262
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Cuadro 4.7: Estimadores de Credibilidad. Modelo de Jewell - 3 Subcarteras.

Sub- Grupo | Estimador Estimador Factor
cartera estudio | Individual Credibilidad Credibilidad
1 1 0,002298 0,002309 0,998383
1 2 0,002484 0,002527 0,993175
1 3 0,005654 0,005694 0,987396
1 4 0,006414 0,006418 0,998315
1 5 0,006923 0,006954 0,983943
2 6 0,006364 0,006516 0,975363
1 7 0,008148 0,008153 0,993228
3 8 0,009199 0,010257 0,924344
1 9 0,009328 0,009327 0,996998
1 10 0,009807 0,009801 0,994177
2 11 0,009014 0,009174 0,954880
2 12 0,010524 0,010573 0,975764
2 13 0,016576 0,016484 0,976965
1 14 0,018547 0,018431 0,988052
1 15 0,018715 0,018686 0,997018
2 16 0,020331 0,020027 0,960842
3 17 0,023344 0,023321 0,855135
3 18 0,023637 0,023604 0,925982
3 19 0,026878 0,026319 0,848415
3 20 0,035806 0,032452 0,734137
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cartera en subgrupos mas pequenos se logra darle mayor credibilidad a la in-
formacion individual con que se cuenta para la estimacion de tarifas de riesgo,
como se puede observar en el Cuadro 4.7, donde los factores de credibilidad
son relativamente altos, a excepcién de los ultimos 4 grupos. Sin embargo,
un reordenamiento en la clasificacion de las polizas para el analisis respectivo
resulta en una mejoria notoria, por ejemplo, en el grupo 20 donde se pasé de
un factor de crediblidad de 50 % a uno de 73 % en el segundo escenario de

este modelo.

Otro aspecto a destacar, es que los estimadores de credibilidad también se

asemejan a los estimadores individuales propuestos por el modelo.

Para determinar entre los escenarios propuestos con el modelo de Jewell,
jcual se ajusta mejor a las tarifas empiricas?, se comprueba que es el mostra-
do en el Cuadro 4.7, ya que no sélo se logra mejorar el uso de la informacion
individual de riesgo, sino que a nivel de cartera presenta menor varianza (b),
es decir, bajo el segundo esquema de agrupamiento, la heterogeneidad entre

las subcarteras es menor que en el primer esquema propuesto.
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CAPITULO 5

Conclusiones

El objetivo de este capitulo es ofrecer una sintesis de los logros alcanzados

con este proyecto, para lo cual se hace referencia a los capitulos 3 y 4.

Cabe resaltar que el principal logro de este proyecto fue la investigacién
realizada, y por ende la calidad de conocimiento adquirido respecto a los
modelos de credibilidad desarrollados. Ademés, la inherente necesidad de
continuar la bisqueda y analisis de modelos mas complejos, que permitan la
implementacion de técnicas actuariales atin no aplicadas en el campo de los

seguros en Costa Rica.

127
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En el capitulo 4 se desarroll6 la aplicacién de la Teoria de Credibilidad en
datos estadisticos de 5 anos de Riesgos del Trabajo, con el fin de estimar la

tarifa de riesgo para cada uno de los 20 grupos de estudio.

Los célculos se pudieron realizar al contar con la informacién pertinente para
la implementacion de los modelos considerados, es decir, con la experiencia
propia de cada grupo de riesgo, con lo cual se logré calcular las tarifas de

riesgo empiricas, punto de partida para todos los célculos realizados.

Los modelos de credibilidad que se consideraron para las aplicaciones fueron:
el modelo de Bithlmann, el modelo de Biihlmann-Straub, el modelo de Re-

gresion de Hachemeister y el modelo Jerarquico de Jewell.

Para la implementacién de estos modelos, se confeccioné una aplicacién en

Visual Basic para Excel, que permite la estimacion de las tarifas de credibil-

idad.

El primer modelo implementado fue el Modelo de Biithlmann, sin embar-
go este modelo considera que todos los grupos en estudio tienen la misma
importancia en la cartera y que la matriz de covarianzas es homogénea en
el tiempo. Estos supuestos no son aceptables para el caso analizado, no sélo
porque el volumen de asegurados es determinante en la tarifacion del seguro,
sino porque los datos originales muestran una tendencia lineal, en la mayoria

de ellos.

El segundo modelo utilizado para la determinacion de la tarifa de credibilidad
individual para el ano 6, fue el Modelo de Biihlmann-Straub, pues al

incorporar en el calculo los pesos o ponderaciones naturales, considera la
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importancia que tiene el tamano de cada pdliza o grupo de riesgo en la

cartera total.

Esto permite determinar factores de credibilidad para cada grupo de estudio

y por ende una tarifa individual méas ajustada a la realidad.

Ademas, el analisis realizado en este modelo permitié conocer la necesidad
de una agrupacion de riesgos para la estimacion de las tarifas, pues con las
tarifas individuales obtenidas se pueden reconocer al menos tres grupos bien

diferenciados que parecen estar caracterizados por parametros diferentes.

Pero, aunque el Modelo de Bithlmann-Straub nos ayudé a descubrir aspectos
muy importantes en este andlisis, el asumir la homogeneidad entre los riesgos

y en el tiempo lo hace un modelo poco t1til para el objetivo planteado.

Continuando la bisqueda para determinar bajo qué modelo de credibilidad se
logra obtener la tarifa de riesgo que mejor se adapte a las observaciones de la
cartera, se aplican a las mismas el Modelo de Regresion de Hachemeis-
ter, motivados principalmente porque considera que las observaciones es-
peradas siguen una funcién de tipo lineal y ademads, las varianzas no son
constantes sino que dependen de los pesos o ponderaciones naturales con-
siderados. Esta aplicacién se realiza con n = 2, mediante el cual se alcanza
el objetivo propuesto para la mayoria de los riesgos, tarifas de credibilidad
que no sélo utilicen la experiencia adquirida en el negocio, sino que ademas

estimen tarifas suficientes.

Esta conclusion se logra al comparar de manera grafica las tarifas empiric-

as histéricas contra las ajustadas por credibilidad y determinar como estas
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ultimas mantienen la tendencia histérica observada, para la mayoria de los
riesgos analizados. Se exceptian de este logro los riesgos identificados con 8,
16 v 20, que precisamente no evidencian una tendencia lineal, para cuya solu-
cién se insta desarrollar investigaciones dirigidas a la utilizacién de matrices

de diseno (Y;) distintas.

Pese al logro de alcanzar nuestro objetivo, gracias a las propiedades que
muestra el modelo de Hachemeister, no se debe olvidar que el mismo posee

como deficiencia el asumir homogeneidad entre polizas.

Este modelo, al igual que el de Modelo de Biihlmann-Straub, alerta sobre
la necesidad de considerar una jeraquizacién de dos niveles en la cartera de
estudio, pues se observa una marcada diferencia en los estimadores alcanzados

para cada grupo de riesgo.

Finalmente, y sin dejar desantendida la advertencia que nos mostraron los
modelos de Hachemeister y Biihlmann-Straub, respecto a la jeraquizacion de
la cartera, se aplicé el Modelo de Jewell, mediante el cual podemos realizar

un analisis de la cartera considerando subgrupos de afinidad.

Para entender mejor el efecto que tiene sobre el cdlculo de las primas individ-
uales el considerar un segundo pardmetro de riesgo, se desarrolld el modelo
bajo el supuesto de una conformacién de cartera subdividida en 3 grupos,
pero con sus componentes ordenados de manera distinta, generando 2 esce-

narios de analisis.

Los resultados obtenidos en ambos escenarios fueron tarifas empiricas practi-

camente iguales a las de credibilidad, pero con fuertes diferencias en los fac-
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tores de credibilidad, al menos en los dltimos grupos de estudio, segin la
agrupacion seleccionada, lo cual implica dar mayor o menor credibilidad a
la tarifa individual respecto a la grupal, segiin el analisis seleccionado por

subcarteras.

De esta manera, y observando las pequenas diferencias entre los casos analiza-
dos al aplicar el Modelo de Jewell, y con base en el criterio de menor varianza,
se determind que el segundo escenario se adecuaba mejor a los datos obser-
vados. Sin embargo, el modelo de Jewell no considera tendencia, limitante
por la cual en este caso también se descartaron los modelos de Bithlmann y

Buhlmann-Straub.

Concluyendo, el modelo que mejor ajusta las tarifas de riesgo segin la ex-
periencia propia y la presentada en la cartera estudiada, es el modelo de
Hachemeister, al considerar una tendencia lineal, para 17 de los 20 grupos de
riesgo analizados y permitir con ello incorporar la tendencia de la experiencia

individual en la proyeccion de la tarifa futura.

Para poder resolver el problema propuesto en todos los grupos de estudio, se
considera importante investigar modelos jerarquicos de regresion, situacion
que no contempla el modelo de Jewell estudiado. Por lo tanto, este campo

de investigacién queda como un punto a investigar en un futuro.
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